Th.s Toán học - Ks Tin học LÊ HỔNG ĐỨC - Chủ biên 
Nhà giáo ưu tú ĐÀO THIỆN KHẢI 
LÊ BÍCH NGỌC 
LÊ HỬU TRÍ 


Để học tốt 



Ta có : 



n thừa số 

a a a _ a.a...a _ a n 
b b b ~ b.b...a ~ b n 

n thừa sô" n thừa sô" 
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TẬP 2 


■ Với Học sinh cuốn sách này cung cấp một bộ giáo trình hoàn chình về mặt 
kiến thức, dễ dọc, dễ hiểu. 

■ Với Thầy, Cô giáo và Phụ huynh cuốn sách này cung cấp một bộ giáo án hoàn 
chỉnh về mặt kiến thức và có tính sư phạm để giảng dạy cơ bản và nâng cac 
theo tư tưởng đổi mới phương pháp dạy học. 


NHÀ XUẤT BẢN ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI 






n h.s Toán học - Ks Tin học LÊ H(ốNG I)ức - Chủ biên 
Nhà giáo ưu tú ĐÀO TKIIỆN KHAI 
LÊ BÍCH NGỌIC 
LÊ HỮU TRÍ! 

ĐỂ HỌC TÓT 

TOÁN 
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TẬP 2 

□ Với Học sinh cuốn sách này cung cấp một bộ giáo trình 
hoàn chỉnh về mặt kiến thức, dê độc, dễ hiểu. 

□ Với Thầy, Cô và Phụ huynh cuốn sách này cung cấp một 
bộ giáo án hoàn chỉnh vế mặt kiến thức và có tính sư 
phạm để giảng dạy cơ bản vù nâng cao theo tư tưởng đổi 
mới phương pháp dạy học 


NHÀ XUẤT BẢN ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI 



MỤC LỤC 


PHẨN I - ĐẠI SỐ 

CHƯƠNG I. THỐNG KÊ 

Chủ đé 1: Thu thập số' liệu - Tần sô' - Bảng tần sô'...7 

Chủ đề 2: Bảng tần sỏ' các giá trị của dấu hiệu.14 

Chủ đề 3: Biểu đổ.18 

Chủ đé 4: Sô' trung bình cộng.24 

CHƯƠNG 11. BIỂƯ THỨC ĐẠI sổ 

Chú để 1: Khái niệm về biểu thức dại số.31 

Chù đề 2: Giá trị của một biểu thức dại sô'.36 

Chủ đề 3: Đơn thức.41 

Chủ để 4: Đơn thức đồng dạng. 47 

Chú đé 5: Đa thức. 52 

Chù đé 6: Cộng, trừ da thức.57 

Chủ đề 7: Đa thức một biến.62 

Chủ đé 8: Cộng trừ đa thức một biến.69 

Chù đé 9: Nghiệm của đa thức một biến.74 

PHẨN II - HÌNH HỌC 

CHƯƠNG I. 


cnuunu i. 

QƯAN HỆ GIỬA CÁC YẾU Tố TRONG TAM GIÁC 


CÁC ĐƯỜNG ĐỒNG QUY CỦA TAM GIÁC 

Chủ dề 1: Quan hệ giữa góc và cạnh đối diện trong một tam giác.81 

Chú để 2: Quan hệ giữa dường vuông góc và đường xiên, 

đường xiên và hình chiếu..89 

Chú đề 3: Quan hệ giữa ba cạnh của một tam giác 

bất đẳng thức tam giác.100 

Chủ đề 4: Tính chất ba đường trung tuyến của tam giác.110 

Chủ đề 5: Tính chất tia phân giác của một góc.126 

Chủ dề 6: Tính chất ba đường phân giác của tam giác.134 

Chủ dề 7: Tính chất dường trung trực cùa một đoạn tháng.142 

Chủ dể 8: Tính chất ba đường trung trực của tam giác.149 

Chủ dề 9: Tính chất ba dường cao của tam giác.155 

Ôn tập cuối chương..163 


























p luu. I 

Đại Sổ 
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CHƯƠNG I - 


THỐNG KÊ 


Thống kê mô tả là một bộ phận của khoa học thống kê, có nhiều ứng dụng rộng 
rãi trong các hoạt động của xã hội. Trong chương này, chúng ta sẽ bắt đầu làm quen 
với một sô' kiến thức cơ bản của thống kê mô tà. 

1. Thu thập số liệu thống kê - Tấn số 

2. Bảng lẩn sấ các giá trỊ của dấu hiện 

3. Biểu đõ 

4. stf hung bMi cộng 
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nn 'I1IẬI* số liậ - TẦN số 
BẢNG TẦN sô' 

I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. THU THẬP SỐ LIỆU - BẢNG SỐ LIỆU THỐNG KÊ BAN ĐẦU 
Để hiểu rõ hơn về quá trình thu thập sô' liệu, chúng ta xét thí dụ sau: 

Thí du 1; Khi điéu tra vể chất luợng học tập cùa học sinh một trường THSC, người 
điều tra thu được kết quả và lập thành bảng dưới dây: 


STT 

Lớp 

Sô' học sinh giòi 
chiếm 

1 

6A 

30% 

2 

6B 

45% 

3 

6C 

36% 

4 

7A 

29% 

5 

7B 

56% 

6 

7C 

45% 

7 

8A 

25% 

8 

8B 

37% 

9 

8C 

41% 

10 

9A 

52% 

11 

9B 

27% 

12 

9C 

30% 


Việc làm như trên cùa người điều tra là thu thập số liệu vể vấn đé được quan tảm 
Như vậy, ta có dinh nghĩa: 

Thu thập số liệu là việc ghi lại các sô' liệu về vấn để được quan tâm. Các sô' 
liệu đựợc ghi lại trong một báng, gọi là bảng thống kề ban đẩu. 

2. DẤU HIỆU - GIÁ TRỊ CỦA DÂU HIỆU 
Từ thí dụ trên, ta nhận thấy: 

■ Vấn đế mà người điều tra quan tâm là số học sinh giỏi của mỗi lớp (tính 
theo phần trăm). Sô' học sinh giỏi cùa mỗi lớp là dấu hiệu hay biến lượng. 
Dấu hiệu thường được kí hiệu bàng các chữ cái iir hoa X, Y, z,... 

* Mỏi lớp là một đcm vị điều tra. 

■ ủng với mỗi dơn vị diếu tra có một sô' liệu, sô' liệu đó được gọi là giá trị cùa 
dấu hiệu bàng một kí hiẽu (có thể là con sô' hay một hình nào đó). 
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Tóm lại: 

Các sô'liệu thu thập dừợckhì diều tra về một dấu hiệu gọi là sô'liệu thống kê. 
Môi số liệu là một giá trị cùa dấu hiệu.. 


Chú y: Trong phạm vi lớp 7, chúng ta chi quan tâm đến những dấu hiệu (biến 
lượng) thể hiện trên từng phần tử điều tra bằng một số. Giá trị cùa các 
dấu hiệu có thể bằng nhau và đúng bằng số các đơn vị diều tra. 

3. TẦN SỐ CỦA MỖI GIÁ TRỊ 
Tiếp tục quan sát bàng 1, ta thấy: 

■ Số học sinh giỏi của lớp 6A và lớp 9C chiếm ti lệ là như nhau: 30%. 

■ Sô' học sinh giỏi của lớp 6B và lớp 7C chiếm ti lệ là như nhau: 45%. 

Như vậy, mỗi giá trị có thể xuất hiện một hoặc nhiều lần trong dãy giá trị của 
dấu hiệu. 

Từ đó, ta có định nghĩa: 

1 Tần số của một giá trị là sô' lần lặp lại cùa môi giá trị dó trong bàng sô liệu 
bơn đấu. Kí hiệu: m. 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1: Khi điểu tra về "môn học mà bạn yêu thích nhất" dối với các bạn trong 
lớp, bạn Hoa thu được kết quả và lập thành bảng duứi đây: 


Hóa học 

Sinh học 

Vật lý 

Hóa học 

Toán học 

Văn học 

Toán học 

Hóa học 

Sinh học 

Địa lý 

Anh văn 

Vật lý 

Anh văn 

Vãn học 

Toán học 

Địa lý 

Lịch sử 

Địa lý 

Vật lý 

Sinh học 

Toán học 

Văn học 

Toán học 

Lịch sử 

Vàn học 


a. Có bao nhiêu bạn tham gia vào quá trình điếu tra của bạn Hoa ? 

b. Dấu hiệu ở đây là gì ? 

c. Có bao nhiêu môn học dược các bạn dưa ra ? 

d. Tần sô' của mỗi môn học là như thế nào ? 

Giải 

a. Trong bản sô' liệu, ta thấy: 

■ Có 5 cột; 

* MỎI cột có 5 hàng. 

Vậy, trong quá trình điều tra của bạn Hoa có tất cả: 5.5 = 25 bạn tham gia. 
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b. ờ đây, dấu hiệu là: "Môn học mù bạn yên thích nhất ". 

c. Có 8 môn học được các bạn đưa ra. 

Đó là: Toán học, Vật lý, Hoá học, Anh văn, Văn học, Sinh học, Lịch sử. Địa lý. 

d. Ta có: 

* Môn Toán học có 5 bạii yêu thích. 

* Môn Vật lý có 3 bạn yêu thích. 

■ Môn Hóa học có 3 bạn yêu thích. 

■ Môn Văn học có 4 bạn yêu thích. 

* Mổn Anh vãn có 2 bạn yều thích. 

■ Môn Sinh học có 3 bạn yêu-thích. 

■ Mồn Lịch sử có 2 bạn yêu thích. 

* Môn Địa lý có 3 bạn yêu thích. 

Ví du 2: Chọn 30 hộp kẹo một cách tùy ý trong kho của một cừd hàng và đem cân, 
kết quả được ghi lại trong bảng sau (khi dã trừ bao bì): 


Khối lượng kẹo trong hộp (đơn vị: gam) 1 

200 

199 

202 

200 

201 

201 

199 

199 

200 

198 

200 

199 

201 

202 

198 

200 

198 

201 

202 

200 

200 

200 

199 

198 

199 

200 

199 

200 

200 

201 


Hãy cho biết: 

a. Dấu hiệu cần tìm hiểu và sô' các giá trị cùa dấu hiệu đó. 

b. Sô' các giá trị khác nhau cùa dấu hiệu. 

c. Các giá trị khác nhau của dấu hiệu và tẩn sô' cùa chúng. 

Giải 

a. Ta có: 

■ Dấu hiệu cần tìm hiểu là: "Sốgam kẹo có trong hộp (dã trừ bao bì)" 
• Có 30 giá trị của dấu hiệu đó. 

b. Có 5 giá trị khác nhau của dấu hiệu. Đó là: 198 ; 199 : 200 : 201 ; 202. 
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c. Trong 30 hộp kẹo, ta có: 

■ 4 hộp có khối lượng kẹo bằng 198 gam. 

■ 7 hộp có khối lượng kẹo bàng 199 gam. 

■ 11 hộp có khối lượng kẹo bằng 200 gam. 

■ 5 hộp có khối lượng kẹo bàng 201 gam. 

■ 3 hộp có khối lượng kẹo bằng 202 gam. 

CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Thế nào là việc thu thập thống kê ? Bảng thống kê ban đầu được hình 
thành như thế nào ? 

Câu hỏi 2: Dấu hiệu là gì 7 Giá trị của dấu hiệu là gì ? Lấy ví dụ minh họa. 

Câu hỏi 3: Nếu định nghĩa tần số cùa mỗi giá trị. 

Câu hỏỉ 4: Lập bảng sô' liêu thống kê ban đầu cho một diều ưa nhỏ vể sô' diện 
năng tiêu thụ trong năm 2004 của nhà em. 

III. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Trong một dợt khám sức khỏe đầu năm của lớp 7A, người điéu tra thu 
thập dược bảng số liệu sau: 


STT 

Chiểu cao của học 
sinh nam (cm) 


STT 

Chiều cao của học 
sinh nữ(cm) 

1 

154 


1 

151 

2 

156 


2 

151 

3 

152 


3 

156 

4 

156 


4 

152 

5 

148 


5 

147 

6 

151 


6 

150 

7 

153 


7 

151 

8 

150 


8 

149 

9 

156 


9 

153 

10 

152 


10 

153 

11 

151 


11 

150 

12 

153 


12 

155 

13 

154 


13 

154 

14 

152 

1 

14 

151 

15 

152 


15 

150 


Bảng 1 Bảng 2 
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Hãy cho biết: 

a. Dấu hiệu cần tìm hiểu (cả hai bảng). 

b. Sô' các giá trị cùa dấu hiệu dó và sô các giá trị khác nhau cùa dấu hiệu ( cùa 
từng bàng ). 

c. Các giá trị khác nhau cùa dấu hiệu và tần sô' cùa chúng (của từng bảng). 


Bài tập 2. Khi điểu tra vể chi số nước tiêu thụ của một khu nhà tập thể, người diều tra 
thu dược kết quả và lập thành bảng dưới đây: 


30 m' 

31 m' 

45 m' 

60 m' 

50 m' 

35 m 1 

30 m- 

53 m' 

35 m' 

50 m- 

44 m' 

50 m' 

30 m' 

45 m' 

40 m’ 

32 m' 

39 m’ 

32 m' 

30 m’ 

35 m' 

35 m- 

31 m' 

45 m ’ 

33 m' 

45 m' 


a. Có bao nhiêu hộ gia dinh trong khu nhà tập thể đó ? 

b. Dấu hiệu ở dây là gì ? 

c. Sô' các giá trị của dấu hiệu đó và số các giá trị khác nhau cùa dấu hiệu. 

d. Các giá trị khác nhau của dấu hiệu và tần sổ của chúng. 

Bài tập 3. Chọn 30 hộp bánh một cách tùy ý trong kho cùa một cũa hàng và dem đánh 
giá chất lượng, kết quả dược ghi lại trong bảng sau: 


Chát lượng bánh trong hộp 

A 

c 

A 

A 

A 

c 

B 

B 

A 

C 

A 

B 

A 

B 

c 

C 

B 

c 

B 

c 

A 

B 

c 

B 

c 

A 

c 

A 

B 

c 


Hãy cho biết: 

a. Dấu hiệu cần tìm hiểu và số các giá trị cùa dấu hiệu đó. 

b. Số các giá trị khác nhau cùa dấu hiệu. 

c. Các giá trị khác nhau cùa dấu hiệu và tần sô' của chúng. 
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[V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 

Bài tập 1: 

ỉ. Dấu hiệu cần tìm hiểu là: " Cliiều cao cùa liọc sinli h'rp 7A " 

X Ta có: 

■ Trong bảng 1: có 15 giá trị và 7 giá trị khác nhau cùa dấu hiệu dó. 

■ Trong bảng 2: có 15 giá trị và 9 giá trị khác nhau cùa dấu hiệu đó. 
:. Trong bảng 1 có: 

■ 1 bạn cao 148 cm. 

■ 1 bạn cao 150 cm. 

■ 2 bạn cao 151 cm. 

■ 4 bạn cao 152 cm. 

■ 2 bạn cao 153 cm. 

■ 2 bạn cao 154 cm. 

■ 3 bạn cao 156 cm. 

Trong bảng 2 có: 

■ 1 bạn cao 147 cm. 

* 1 bạn cao 149 cm. 

■ 3 bạn cao 150 cm. 

■ 4 bạn cao 151 cm. 

■ 1 bạn cao 152 cm. 

■ 2 bạn cao 153 cm. 

■ 1 bạn cao 154 cm. 

■ 1 bạn cao 155 cm. 

■ 1 bạn cao 156 cm. 

Bài tập 2: 

a. Có 25 hộ gia dinh trong khu nhà tập thê dó. 

b. Dấu hiệu cần tìm hiểu là: " Chì sổ nước riêu thụ 

c. Có 25 giá trị và số 12 giá trị khác nhau của dấu hiệu dó. 

d. Ta có: 

■ Có 4 hộ tiêu thụ 30 m ? nước. 

■ Có 2 hộ tiêu thụ 31 m’nước. 

■ Có 2 hộ tiêu thụ 32 m' nước. 

• Có 1 hộ tiêu thụ 33 m' nước. 

■ Có 4 hộ tiêu thụ 35 m'nước. 


12 








■ Có 1 

hộ tiêu thụ 39 m 

nước. 



■ Có I 

hộ tiêu thụ 40 m 

nước. 



• Cỗ I 

hộ tiêu thụ 44 m 

nước. 



* Có 4 

hộ tiêu thu 45 m 

nước. 



• Có 3 

hộ tiêu thụ 50 m 

nước. 



■ Có 1 

hộ tiêu thụ 53 m 

nước. 



■ Có 1 

hộ tiêu thụ 60 m 

nước. 


Bà 

tập 3: 




a. 

Dấu hiệu 

cán tìm hiếu là: 

Chất lượng bánli 

trong liộp " 

b. 

Có 5 giá 

trị khác nhau cứa 

dấu hiệu. Đó là: 

A, B, c 

c. 

Ta có: 





■ Có 10 hộp bánh có chất lượng A. 



■ Có 9 

hộp bánh có chất 

lượng B. 



■ Có 1 

1 hộp bánh có chát hrợng C. 



Đe hỗ trợ cho việc tính toán các em học sinh hãy tìm dọc bộ sách (ỉiái 
toán bàng máy tính của Nhóm Cự Mòn. 

Bộ sách gồm 4 cuổn : 

Cuòn 1: Huớng dần sử dụng máy tính CASIO fx - 570Ms giái toán 

cuốn 2: Sử dụng máy tính CASIO fx - 570 giái taín THCS 

Cuốn 3: Sừ dụng máy tính CASIO fx - 570 giải toán THPT 

Cuốn 4: 81 dề thi Giải toán trên máy tính CASIO 








BẢNG TẨN SỐ CÁC GIÁ 
TRỊ CỦA DẤlỉ HIỆU 

I. KIẾN THỨC Cơ BÀN 

Bảng tín số các giá trị của dấu hiệu hay bảng phân pheũ thục nghiệm cùa một 
dấu hiệu X thường có dạng: 



Chúi: Từ nay, nếu không nói gì thêm thì ta sẽ gọi bàng tần sô' các giá trị c:ủa 

_ dấu hiệu là bảng tần số. 

Xhí 2; Từ bảng sò' liệu thống kê ban dầu (bảng 1) ta có bảng tần sô' sau: 


Giá trị (X) 

Tần sô' (m) 

25% 

1 

27% 

1 

29% 

1 

30% 

2 

36% 

1 

37% 

1 

41% 

2 

45% 


52% 

1 

56% 



- llản rá — 1 • Từ bảng sô' liệu thống kê ban đầu ta có thể lập bảng tần số. 
_ 2 - Bàng tẩn sô' giúp người diều tra dề dàng đưa ra các nhận xét.. 
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II. CÁC ví DỤ MINH HOẠ 

Ví dư 1: Khi điểu tra vé "mỏn học mà bạn yêu thích nhất" đối với các bạn trong 
lớp, Hoa đã ghi lại bằng bảng điều tra ban đầu như sau: 


Hóa học 

Sinh học 

Vật lý 

Hóa học 

Toán học 

Vân học 

Toán học 

Hóa học 

Sinh học 

Địa lý 

Anh văn 

Vật lý 

Anh vãn 

Văn học 

Toán học 

Địa lý 

Lịch sử 

Địa lý 

Vật lý 

Sinh học 

Toán học 

Văn học 

Toán học 

Lịch sử 

Văn học 


Hãy lập bảng phân phối thực nghiệm và có nhận xét gì trong quá trình điều tra. 
Giải 

Ta có bàng phân phối thực nghiệm như sau: 


STT 

Môn học 

Tần sô 

1 

Toán học 

5 

2 

Vật lý 

3 

3 

Hóa học 

3 

4 

Vãn học 

4 

5 

Anh vãn 

2 

6 

Sinh học 

3 

7 

Lịch sử 

2 

8 

Địa lý 

3 


Từ bảng trên, ta thấy: Có nhiều bạn yêu thích môn Toán nhất và có ít bạn thícỉi 
học môn Anh và mồn Sử. 

Ví du 2: Điều tra 100 gia đình trong một khu vực dân cư, người ta có bảng SỂ 
liêu sau: 


2 

1 

6 

4 

2 7 

3 

5 

1 

8 

5 

1 

4 

4 

2 5 

3 

5 

2 

7 

3 

1 

4 

5 

2 3 

1 

5 

2 

8 

4 

3 

6 

5 

8 6 

5 

6 

4 

4 

2 

4 

3 

5 

8 7 

1 

6 

2 

2 

2 

3 

2 

1 

6 2 

2 

2 

6 

2 

1 

3 

2 

3 

2 2 

2 

4 

4 

2 

3 

5 

1 

3 

1 5 

6 

7 

3 

3 

3 

6 

8 

5 

3 5 

6 

1 

3 

3 

1 

8 

7 

4 

4 6 

1 

8 

Li_ 

5 








a. Dấu hiệu là gì ? 

b, Hãy lập bảng phân phối thực nghiệm cùng tần sô' các giá trị cùa dấu hiệu đó. 
Giải 

a. Dấu hiệu: 

"Sỏ con trong gia dinh trong khu vực" 

b. Lập bảng phản phối thực nghiệm: 


Số con trong 1 
gia đình 

Tần sỏ 

1 

13 

2 

20 

3 

17 

4 

12 

5 

15 

6 

11 

7 

5 

8 

7 


Tông số = 100 


III. CÂU HỞI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Càu hỏi 1: Bàng tần số là gì ? Bàng tán số có mấy dạng ? 

Cảu hỏi 2: Từ bàng thống ké ban dáu có lập được bàng phàn phối thực nghiệm 
không ? 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Đế khảo sát kết quà học Toán cùa trường, người ta chọn ra một lớp bất 
kì dể làm bài kiểm tra. Kết quả kiêm tra như sau: 


3 

4 

10 

9 

10 

5 

6 

9 

8 

10 

8 

8 

5 

7 

5 

5 

3 

8 

4 

8 

6 

5 

7 

6 

9 

7 

9 

6 

7 

6 

9 

6 

9 

5 

7 

10 

8 

7 

6 

9 

8 

10 

3 

8 

7 

7 

7 

5 

9 

6 
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a. Từ cuộc diều tra trên, hãy nêu dấu hiệu là gì ? 

b. Hãy lập bảng phân phối thực nghiệm cùng tán số các giá trị của mỗi dấu hiệu 
dó. 

Bài tập 2. Nàng suất lao động của công nhân trong một xí nghiệp bánh kẹo như 
sau ( hộp/ngày ): 


10 

12 

14 

11 

15 

12 

13 

15 

15 

11 

15 

12 

12 

12 

13 

12 

15 

15 

12 

14 

13 

11 

10 

14 

12 


a. Từ cuộc điéu tra trên, hãy nêu dấu hiệu là gì ? 

b. Hãy lập bảng phân phối thực nghiêm cùng tần sô các giá trị của mỏi dấu 
hiệu đó và nêu ra một vài nhận xét. 

Bài tập 3. Cho bảng tần số: 


Giá trị 

10 

20 

30 

40 

50 


Tần sô 

5 

9 

7 

3 

6 

n = 30 


Hãy viết lại bảng số liệu ban dầu với số liệu từ bảng trên. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 
Bài tập 1: 

a. Dấu hiệu cần diểu tra: " Chất lượng học tập của học sinh " 

b. Ta có bảng phan phối thực nghiệm: 


Điểm sỏ' 

Tần số 

3 

3 

4 

2 

5 

7 

6 

8 

7 

9 

8 

8 

9 

8 

10 

5 


Tổng số = 50 


Bài tập 2: ___ 

a. Dấu hiệu cần diều tra: "Năng ii/KÍslìiPLVtê6 ptwjẽ®ig.ìĩhaTĩ“ 
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b. Ta có bảng phân phối thực nghiệm: 


Hộp / ngày 

Tần sô 

10 

2 

11 

4 

12 

7 

13 

3 

14 

3 

15 

6 

Tổng số = 25 


Từ bảng trên, ta thấy: 

■ Có 6 trên 25 công nhân làm được 15 hộp bánh một ngày, chiếm ti lệ cao. 
" Số công nhân làm được 10,13,14 hộp / ngày chiếm ti lệ thấp. 

Bài tập 3: Từ bảng tần sô, ta có bảng số liệu ban đầu như sau: 


10 

20 

30 

30 

40 

50 

50 

10 

20 

20 

30 

30 

30 

20 

50 

40 

10 

20 

20 

20 

10 

50 

50 

20 

50 

10 

30 

20 

30 

40 


BIỂU BỒ 

I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

Để có hình ảnh rõ ràng vể biến lượng X người ta còn dùng các biểu đổ. Chảrag 
hạn như biểu dồ đoạn thẳng, biểu đồ chữ nhặt, biểu đồ hình quạt, biểu đổ đườmg 
gấp khúc... 

L BIỂU ĐỔ ĐOẠN THẲNG 
Trước tiên, ta xét thí dụ sau: 
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Thí du 1: Cho bảng tần sổ: 

28 r 59 T~ 81 99 

2 4 5 4 n = 20 

Hãy lập biểu dồ đoạn thẳng dể biêu diẻn các số liệu trên. 

Giời 

Ta thực hiện theo các bước sau: 

Bước I: Dựng hệ trục toạ độ. Trên đó, trục 
hoành biểu diễn các giá rị X, trục tung 
biểu diễn tần sô' m. 

Bước 2: Xác dinh các điểm có toạ độ là cặp 
số gồm giá trị và tần sô cùa nó. Ở 
đây, ta được: (25, 2) ; (45, 3) ; 

(28, 2); (59. 4); (81, 5) ; (99, 4). 

Bước 3: Từ diêm đó kẻ dường thẳng vuồng 
góc với trục hoành. 

Chú ý: Nếu ta thay các đoạn thảng bằng các hình chữ nhật thì ta dược một 
loại biểu dồ mới. Đó là, biểu dồ hình chữ nhật. 

2. BIỂU ĐỔ HÌNH CHỮ NHẬT 

Thí du 2: Biểu dồ dân số Việt Nam qua tổng điều tra trong thế ki XX 

76 triêu 




Giá trị X 

25 

TSn.sô' m 

2 







lĩ. CÁC ví DỤ MINH HỌA 

Ví du 1: Trong hồ sơ khảo sát của dài khí tượng thủy văn năm 2004 có ghi lại 
nhiệt dô trung bình của từng tháng như sau: 


Tháng 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

31 

9 

10 

11 

12 

t° 

18 

20 

24 

28 

30 

31 

32 

28 

25 

18 

17 


a. Hãy lập bảng tần số. 

b. Hãy biểu diển bằng biểu dổ doạn thẳng. 


Giải 

a. Ta có. bảng tần số: 



YýykÌỊ Cho biểu dổ biổu diẻn kết quà học tập cùa học sinh trong một lớp qua 







Từ biểu đổ trên hãy: 

a. Nhận xét sơ bộ về tình hình học tập cùa lớp. 

b. Lập bàng tần sổ. 

Giới 

a. Từ biểu dồ trên, ta có một sô' nhận xét sau: 

■ Tinh hình học tập cùa lớp ờ mức khá. 

■ Không có bạn nào bị diêm 1 song vẫn có bạn bị diêm dirới trung binh. 

■ Ti lệ dạt diểm 6, 7, 8 là khá cao. 


b. Lập bảng tần sô' 


GiátrỊ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

ToH 


Tin sô' 

0 

1 

2 

4 

2 

7 

8 

6 

2 

li 

n = 32 


Ví du 3: Để kiểm tra sírc khoẻ của một trường trung học cơ sớ có 5(X) học sinh. 
Người diéu tra đã thống kê vé chiều cao của các em thông qua bàng sau: 


Chiều cao 

(tính theo cm) 

Giá trị 

trung tâm 

Tần sỏ' 

140- 144 

142 

35 

144 - 150 

146 

175 

150- 154 

152 

200 

154- 158 

156 

50 

158- 160 

159 

40 



Tổng sõ' = 500 


Hãy lập biểu dồ chữ nhật để biểu diẻn các sô' liệu trẻn 
Giòi 

L;)p biếu dổ chữ nhật m 
200 
150 
100 
50 

140 150 160 
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III. CÂU HỎI ỔN TẬP LÝ THUYẾT 

Cảu hỏi 1: Nêu các bước vẽ biểu đồ doạn thảng. 

Câu hỏi 2: Vẽ biểu dồ hình chữ nhật như thế nào ? 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Trong đợt hè vừa qua, nhà trường tổ chức hoạt động trồng cây gây 
rừng. Kết quả thu được như sau: 


Lớp 

7A 

7B 

7C 

7D 

SỐ cày trồng 

15 

17 

12 

18 


Hãy vẽ biểu đồ hình chữ nhật dể biểu diễn kết quả trên. 


Bài tập 2. Lượng mưa trung bình hàng tháng trong năm 2004 ở Hà Nội được trạm 
khí tượng thuỷ văn ghi lại trong bảng dưới đây (đo theo mm và làm tròn đến 
mm): 


Tháng 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

Luụngmua 

30 

30 

30 

40 

80 

~8Õ~ 

120 

150 

100 

50 1 

40 

30 


Hãy vẽ biểu dố đoạn thẳng và nhận xét 

Bài tập 3. Diện tích đất rừng ở nước ta ngày càng bị thu hẹp. Theo thống kê từ nãm 
1995 dến 1998, mỗi năm sô' diện tích dất rừng bị tàn phá như sau (đơn vị: nghìn 
ha) 


Năm 

1995 

1996 

1997 

1997 

Diện tích 

25 

10 

15 

18 


Hãy vẽ biểu dồ hình chữ nhật để biểu diẻn kết quả trên. 
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số TRUNG BÌNH CỘNG 


I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. SỐ TRUNG BÌNH CỘNG CŨA DÂU HIỆU 

Thí du 1: Các điểm Toán của Cu Tí như sau: 8, 7, 9, 5, 6, 8, 10, 7,6. 7 
Từ đó, ta có bảng tần số: 


Điểm số (x) 

Tần sò' (m) 

5 

1 

6 

2 

7 

3 

8 

2 

9 

1 

10 

1 


n= 10 


Như vậy, điểm trung bình môn Toán cúa Cu Tí bằng: 

(5.1 + 6.2 + 7.3 + 8.2 + 9.1 + 10.1): 10 = 73 : 10 = 7,3. 

Vậy; 7,3 là giá trị trung bình của dấu hiệu. 

Từ đó, ta có định nghĩa: 

Giá trị trung bình cùa một dấu hiệu là trung bình cộng các giá trị của dấu hiệu 
dó. Kỉ hiệu: Giá trị trúng bình cùa dâu hiệu Xlà X . 

2. CÔNG THỨC TÍNH số TRUNG BÌNII CỘNG CỦA DÂU IIIỆU 
Từ cách tính ở thí dụ trôn, ta có một sô' nhận xét sau: 

Nhăn xét : Dựa vào bảng tẩn số, ta có thể tính số trung bình cộng cùa một 

dấu hiệu như sau: 

1. Nhân từng giá trị với tần số tương ứng. 

2. Cộng tất cả các tích vừa tìm dược. 

3. Chia tổng dó cho sô' các giá trị (hay tổng các tẩn số). 

Vậy, ta có thể sử dụng ngay công thức khi dã có bàng thực nghiệm: 
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X - x i n i +x 2 n 2 +—- + x k n k 
n 

trong dó: 

• n = n, + n 2 + ... + n k . 

■ X|, x 2 .x k là k giá trị khác nhau cùa dấu hiệu X. 

■ n,, n 2 ,..., n k là k tần sô' tương ứng. 

Như vậy, trong thí dụ trên, ta có bảng sau: 


Điểm số (x) 

Tần sôi (n) 

Tích x.n 


5 

1 

5 


6 

2 

12 


7 

3 

21 


8 

2 

16 


9 

1 

9 


10 

1 

10 

X = ” = 7,3 
! 10 


N = 10 

Tống:73 


3. Ý NGIIĨA CỦA số TRUNG BÌNII CỘNG 

Giá trị trung bình dược dùng dể nhận dinh chung về kết quả diều tra hoặc so 
sánh giữa các dấu cùng loại với nhau. Chảng hạn, muốn so sánh kết quà học tập 
mồn Toán của bạn Tí và bạn Tèo, ta phải tính diểm trung bình môn Toán của hai 
bạn rồi lấy kết quả dó so sánh với nhau. 

Tóm lại: 

Sô trung hìnli cộng thường dược dùng làm dại diện cho dấu hiện, dặc biệt IÌ 1 khi 
muốn so sánh các dâu hiệu cùng loại. 


Chú ý: 1. Khi các giá trị cùa biến lượng có sự chênh lệch quá lớn thì giá trị 
trung bình khòng thể dại diện cho biến lượng mà phải kết hợp 
cùng những số khác. 

2. Số trung bình cộng có thể không thuộc dãy giá trị cùa dấu hiệu. 

4. MỐT CỦA DẤU HIỆU 

Thí dn 2: Một cửd hàng bán bánh kẹo ghi lại loại bánh dã bán trong một tháng theo 
các mã khác nhau: 


Mã bánh 

A 

B 

c 

D 


Sớ lượng 

150 

50 

32 

18 

N = 250 
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Điều mà cửa hàng quan tâm là "Loại bánh náo dược người tiêu dùng ưa cliuộng 
nhất". Trong trường hợp này, do giá trị của dấu hiệu chênh lệch khá lớn nên loại 
bánh có mã là A sẽ là dại diện chứ không phai là số trung bình cộng cùa dấu 
hiệu. Như vậy, mã bánh A với tán sô' lớn nhất dược gọi là mốt. 

Tóm lại: 

Mốt của dấu hiệu lủ giá trị có tần số lớn nhất trong bảng tần so. 

Kí hiệu: M 0 . 

II. CÁC ví DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1: Điều tra 100 gia dinh chọn ra từ 800 gia đình trong một khu vực dân 
cư, người ta có bảng phân phôi thực nghiệm sau: 


Xi 

m. 

1 

13 

2 

20 

3 

17 

4 

12 

5 

15 

6 

11 

7 

5 

8 

7 


Tổng số = 100 


Tìm giá trị trung bình X của biến lượng 
Giải 

Áp dụng công thức, ta dược: 

1.13 + 2.20 + 3.17 + 4.12 + 5.15 + 6.11 + 7.5 + 8.7 _ 380 _3 84 
100 4 " * 

Vấ du 2: Ta có bàng phân phối thực nghiêm sau: 


Điểm số mỗi lần bắn 
(X.) 

m, 

10 

25 

9 

20 

8 

31 

7 

8 

6 

10 

5 

6 

Tổng số = 100 


Tìm giá trị trung bình X cùa biến lượng 
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Gùi 

Áp dụng công thức, ta được: 

- _ 10.25 + 9.20 + 8. 31 + 7.8 + 6.10 + 5.6 _ 824 _ 24 

100 ~Too~ 

Ví du 3: Chứng minh rằng: 

"Nếu cộng các giá trị cùa biên lượng với cùng một sô thì sỏ trung bình cùa biển 
lượng cũng được cộng với sỏ dó". 

Giải 
Giả sử: 

* X|, x 2 , X,.x k là các giá trị cùa biến lượng. 

■ m,, m 2 , m,,..., m k là các tần số tương ứng. 

— x,mi + x->m 2 + x-.m, + ... + X, m, 

Ta có: n = X, + X, + X, + ... + x k . => X = ———— - .-———-—- 

n 

Giả sử a là số được cộng thêm vào mỗi biến lượng 

Vậy giá trị của các biến lượng là: (X| + a), (x 2 + a), (x, + a).(x k + a). 

Khi đó: 

— (x, +a)m, + (x 2 + a)m 2 +(x, + a)m 3 +... + (x k + a)m k 

n 

X|ni| + x 2 m 2 + x 3 m 3 + ... + x k m k + (nri| + m 2 + m 3 +... + m k )a 
n 

_ Xiíĩiị + x 2 m 2 + x 3 m 3 +... + x k m k + na 
n 

_ XịiTii +x 2 m 2 +x 3 m 3 + ... + x k m k - / 4 _ v 

= —— - --—-———-— .- —- + a = x + a (đpcm) 

n 

III. CÂU HỞI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Cảu hỏi 1: Số trung bình cộng là gì ? Nêu cồng thức tính. 

Câu hỏi 2: Số trung bình cộng dùng để là gì ? Trong trường hợp nào không 
dược sử dụng sô' trung bình cộng dê làm dại diện ? 

Câu hỏi 3: Mốt của dấu hiệu là gì ? 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Tính trung bình cộng cùa 10 thùng hàng. Trong dó có 3 thùng nặng 5 
kg; 2 thùng nặng 6 kg; 4 thùng nặng 7,5 kg; 3 thùng nặng 8 kg và l thùng năng 
9kg 
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Bài tập 2. Người ta điều tra trẽn 8 phần tử, các thông sò nhận được là: 15, 30, 25, 
45, 35, 40, 45. 50. 

a. Tính tần số của mỗi thõng số. 

b. Tính giá trị trung bình cùa một biến lượng. 

Bài tập 3. Người ta kiềm tra 10 em học sinh đê đánh giá chất lượng học tập chung 
cùa cả lớp. Điêm mà các em đó đạt dược như sau: 9, 4, 6, 5, 10, 6, 8, 4, 8, 9. 

a. Tính tần sỏ' cùa mỗi thông số. 

b. Lập bảng phân phối thực nghiệm. 

c. Tính giá trị trung bình cùa một biến lượng. 

Bài lập 4. Chứng minh rằng: 

" Nếu trừ cức giá trị cùa biến lượng với CÙIIỊỊ một sô thì sô' trung bình của biến 
lượng cũng được trừ với so (tó ", 

V. HƯỚNG DẨN - ĐÁP SỔ 

Bài tập 1: Ta có, bàng phân phới thực nghiệm sau: 


Trọng lượng 

Tần số (in) 

Tích x.m 


5 

3 

15 


6 

2 

12 


7.5 

4 

30 


8 

3 

24 


9 

1 

9 

ụ 90 


N = 10 

Tổng: 90 

X = — = 9 

10 


Vậy trung bình cộng của 10 thùng hàng là 9 kg. 

Bài tập 2: Ta có, bảng phân phối thực nghiệm sau: 


Thông số 

Tần sô (in) 

Tích x.m 


15 

1 

15 


25 

1 

25 


30 

1 

30 


35 

1 

35 


40 

1 

40 


45 

2 

90 


50 

1 

50 

x = ^ = 30 

8 


N = 8 

Tổng: 240 


Vậy trung bình cộng của các thông số là 30. 
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Bài tập 3: Ta cỏ, báng phân phổi ihực nghiệm sau: 


Điểm số 

Tần sỏ (m) 

Tích X.II1 



2 

8 


5 

1 

5 


6 

2 

12 


8 

2 

16 


9 

2 

18 


10 

1 

10 

X = — = 6,9 

10 


N = 10 

Tổng: 69 


Vậy trung bình cộng điếm của các em học sinh là 6,9. 

Bài táp 4: 

Giả sử: 

• ■ X,, x 2 , X,.x k là các giá trị của biến lượng. 

■ m„ m 2 , m,.m k là các tán sô tương ứng. 

Ta có: n = X, + x 2 + X, + ... + x k . 

— _ X|nri| + x 2 m 2 + x 3 m 3 +... + x k m k 
n 

Giả sử a là sô' dược trừ di ở mỗi biến lượng 

Vậy giá trị của các biến lượng là: (x t - a), (x 2 - a), (x, - a).(x k - a). 

— (X| -a)mj +(x 2 -a)m 2 + (x 3 -a)m 3 + ... + (x k -a)m k 

n 

Xjm t +x 2 m 2 + x 3 m 3 + ... + x k m k + (iU| - m 2 -... - m k )a 
n 

_ X|m, +x 2 m 2 + x 3 m 3 +... + x k m k - na 

n 

X,m,+x 2 m.,+x 3 m 3 + ...+ x k m k — _ 4 

- —— '——í — ỉ- —-í—2--—--a = X-a (dpcm) 

n 


Để hỗ trợ cho việc tính toán các em học sinh hãy tìm đọc bộ sách Giải 
toán bằng máy tính của Nhóm Cự Mòn. 

Bộ sách gồm 4 cuốn : 

Cuốn 1: Hướng dẫn sử dụng máy tính CASIO fx - 570Ms giải toán 

Cuốn 2: Sử dụng máy u'nh CASIO fx - 570 giải toán THCS 

Cuốn 3: sử dụng máy tính CASIO fx - 570 giải toán THFT 

Cuốn 4: 81 dề thi Giải toán ưèn máy tính CASIO __ 





CUI/0NG ■■ - BIÊU THỨC ĐẠI số 


Trong chương này chúng ta sẽ xem xét các vấn dể sau: 

1. Kháỉ niệm vể biểu thúc úại sô' 

2. Giá trị của một biểu thức đại sô 

3. Đun thức 

4. Đơn thức đống dạng 

5. Đa thúc 

6. Cộng, trừ đa thúc 

7. Oa thúc một biến 

8. Cộng, trừ đa thúc một biến 

9. Nghiệm của da thức một biến 
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KIIÍI MỌI VỂ 
BIỂI TIIỨC ĐẠI SÔ 

I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. BIỂU THỨC SỐ 

Thỉ du h Ta gọi: 6 + 8-1, 3.6 2 -3, 8:3+11,... 
là các biểu ihức số. Như vây, ta có thể định nghĩa: 

Các số được nối với nhau bởi các pliép tính (cộng, trừ, nhân, chia, nâng lên lũy 
thừa) được gọi là các biểu thức số. 

2 . BIỂU THỨC ĐẠI số 

Thí du 2: Ta gọi: 2a + b - 1, 3.X 2 - xy, c:3 + 1 la,... 
là các biểu thức dại số. 

Trong biểu thức dại sở, các chữ có thể dại diện cho những sô tùy ý. Những chữ 
như vậy dược gọi là biến số( gọi tất là biến). 

Như vậy, ta có thể dịnh nghĩa: 

Các biến được nối với nhau bởi các phép tính (cộng, trừ, nhân, chia, nâng lên lũy 
thừa) được gọi là các biểu thức đại số. 

Thí du 3: Cho hình chữ nhật có hai cạnh liên tiếp bằng a và b. 

a. Viết biểu thức tính chu vi cùa hình chữ nhật. 

b. Viết biểu thức tính diện tích của hình chữ nhật. 

Giải' 

a. Ta có chu vi hình chữ nhật (CV) dược cho bởi: cv = 2(a + b). 

b. Ta có diộn tích hình chữ nhật (S) dược cho bởi: s = ab. 

Trong biểu thức đại số, người ta cũng dùng các dấu ngoặc dể chi 
thứ tự thực hiện các phép tính. 

Trong biểu thức đại số, vì các chữ đại diôn cho số nên khi thực hiện 
các phép toán trên các chữ, ta có thể áp dụng những tính chất, quy 
tác phép toán như trên các sô. Thí dụ: 

* x + y = y + x, xy = yx- Tinh chất giao hoán. 

■ (x + y) + z = X + (y ; z), (xy)z = x(yz) - Tính chất kết hợp. 

■ (x + y)z = xz + yz - Tinh chất phân phổi. 
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■ XX = x\ XXX = x\ 

■ - (x-y + z) = -X + y-z - Quy tắc đổi dàn. 

Tlií du 4: Viết biểu thức đại sổ hiển thị: 

a. Sô' giờ đi hết quãng dường AB dài X (km) của một người di xe máy với vận 
tốc 30km/h. 

b. Tổng quãng đường di của một người, biết: 

■ Người đó đi bộ trong X giờ với vặn tốc 5 km/h. 

* Người đó đi xe dạp trong y giờ với vận tốc 12 km/h. 

■ Người dó đi xe máy trong z giờ với vận tổc 30 km/h. 

Giải 

a. Người đi xe máy đi quãng đường AB dài X km với vận tóc 30km/h mất: 



b. Ta có: 

* Quãng đường người dó đi bộ trong X giờ với vận tốc 5 km/h là: 5.X (km). 

■ Quãng đường người đó di xe đạp trong y giờ với vận tốc 12 km/h là: 12.y (km). 

* Quãng dường người đó đi xe máy trong z giờ với vận tốc 30 km/h là: 30.z (km). 
Vậy, tổng quãng dường di cùa người đó là: 5x + 12y + 30z (km). 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1: Viết biểu thức dại số dể diẻn dạt các ý sau: 

a. Tổng của a và b lẠp phương. b. Tổng các lập phương cùa a và b. 

c. Lập phương cùa tông a và b. 

Giải 

a. Ta có, tổng cùa a và b lập phương là: a + b\ 

b. Ta có, tổng các lập phương cùa a và b là: a 1 + b\ 

c. Ta có, lập phương của tổng a và b là: (a + b)\ 

Ví du 2: Sử dụng các thuật ngữ dã học dể đọc các biểu thức sau: 

a. X 2 + 8 b. 9x- c. (x-l)(x+l) 

Giời 

a. Ta đọc X 2 + 8 là: " Tổng của X bình phương và 8 

b. Ta dọc 9x’ là: " Tích của 9 và X lập phương 

c. Ta đọc (x-1 )(x + 1) là: " Tích của hiệu hại sô' X và 1 với tổng của chúng 
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Ví du 3: Cho hình chữ nhật có chiêu dài hơn chiều rộng 6cm. Viết biểu thức 
tính diện tích của hình chữ nhật. 

Giải 

Cácli 1: Giả sừ hình chữ nhật có chiếu rộng bằng X, suy ra chiều dài bằng X + 6. 

Khi dó, diện tích hình chữ nhật (S) dược cho bời: x(x + 6). 

Cách 2: Già sử hình chữ nhật có chiều dài bàng X, suy ra chiều rộng bàng X - 6. 

Khi đó, diện tích hình chữ nhật (S) dược cho bởi: x(x - 6). 

III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Phát biểu định nghĩa biểu thức sở. Cho ví dụ. 

Câu hỏi 2: Phát biểu dịnh nghĩa biểu thức đại số. Cho ví dụ. 

Cáu hòi 3: Trong biểu thức đại sỏ' ta có thê áp dụng nhũng tính chất, quy tắc phép 
toán như trên các biểu thức số hay không ? Tại sao ? 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Viết biểu thức đại sô đê diẻn đạt các ý sau: 

a. Tổng cùa a bình phương và b lập phương. 

b. Hiệu các lập phương của a và b. 

c. Lập phương cùa hiệu a và b. 

Bài tập 2. Sử dụng các thuật ngữ dã học dể đọc các biểu thức sau: 

a. X* — I b. 5 : x’ c. (X + 8)(x - 2) 

Bài tập 3. Viết biểu thức tính diện tích của hình chữ nhật, biết hình chữ nhật có 
chiều dài hơn chiều rộng 2cm. 

Bài tập 4. Viết biếu thức tính diện tích cùa hình thang có đáy lớn bàng hai đáy nhỏ 
và đường cao là h. 

Bài tập 5. Viết biếu thức đại số để diễn đạt các ý sau: 

a. Một sô' khi chia cho 5 được thương là a và dư 1. Tổng của sô' dó với 2 thì 
chia cho 6 dược thương là b và dư 2. 

b. Một sô' khi chia cho 8 được thương là a và dư 5. Hiệu cùa sô' dó với 9 thì 
chia cho 11 được thương là b và dư 3. 

Bài tập 6. Trong hoá dơn thu tiền điện của một hộ gia dinh, chi sô' diện tiêu thụ là 
250 số. I lỏi người dó phủi trả bao nhiêu tiền nếu: 
a. Hoá đơn dược tính theo hệ sô' 1, nghĩa là: 

• 100 sô' dầu tiên họ phải trả a đồng/1 sô' diện. 
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* 100 sô' tiếp theo họ phải trả b đổng/1 sô' điện. 

■ Và từ sô' 201 trở đi họ phải trả c dổng/l sô' điện, 
b. Hoá đơn dược tính theo hệ sô' 2, nghĩa là: 

■ 50 sô' đầu tiên họ phải trả a đổng/1 số điện. 

■ 50 sô' tiếp theo họ phải trả b đổng/l số điện. 

■ Và từ số 101 trở đi họ phải trả c đổng/l sô' điện. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 
Bà? tập 1. 

a. Ta có, tổng cùa a bình phương và b lập phương là: a 2 + b\ 

b. Ta có, hiệu các lập phương của a và b là: a' - b\ 

c. Ta có, lập phương cùa tống a và b là: (a - b)\ 

Bài tập 2. 

a. Ta đọc x' - 1 là: "Hiệu cùa X lập phương và 1". 

b. Ta đọc 5 : X 2 là: "Thương của 5 và X bình phương". 

c. Ta đọc (x + 8)(x - 2) là: "Tích cùa tổng hai số X và 8 với hiệu hai số X và 2". 

Bài tập 3. 

Cách 1: Giả sử hình chữ nhật có chiểu rộng bẳng X, suy ra chiểu dài bằng X + 2. 
Do đó, biểu thức diện tích: x(x + 2). 

Cách 2: Giả sừ hình chữ nhật có chiều dài bằng X, suy ra chiều rộng bằng X - 2. 
Do đó biểu thức diện tích: x(x - 2). 

Bài tập 4. 

Cách 1: Già sử hình thang có đáy nhỏ bằng a, suy ra đáy lớn bằng 2a. 

Khi đó, diện tích hình thang (S) được cho bởi: -—2~^~ = 2 



Bài tập 5. 

a. Một số khi chia cho 5 dược thương là a và dư 1. Vậy, số đó là: 5.a + 1 
Tổng cùa số dó với 2 thì chia cho 6 dược thương là b và dư 2. 

Ta đựợe: 5.a + 1 + 2 = 6b + 2. 
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b. Một số khi chia cho 8 được thương là a và dư 5. Vậy, số dó là: 8.a + 5. 
Hiệu của sô' đó với 9 thì chia cho 11 dược thương là b và dư 3. 

8.a + 5-9 = 1 l.b + 3 

Bài tập 6. 

a. Nếu hoá đơn được tính theo hệ sô' 1, ta có: 

■ Sô' tiền của 100 sô' dầu tiên là: lOOa dồng. 

■ Số tiền cùa 100 sô' tiếp theo là: lOOb dồng. 

■ Sô' tiển của 50 sô' tiếp theo là: 50c đổng. 

Vậy, tổng số tiền họ phải trả là: lOOa + lOOb + 50c (đồng) 

b. Nếu hoá đơn dược tính theo hệ số 2, ta có: 

■ Sò tiển của 50 số dầu tiên là: 50a đổng. 

* Sô' tiền cùa 50 số tiếp theo là: 50b đồng. 

■ Sô' tiền cùa 150 sô' tiếp theo là: 150c đổng. 

Vậy, tổng sô' tiền họ phải trả là: 50a + 50b + 150c (dồng) 
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GIÁ TRỊ CỦA MỘT 
BIỂU THỨC ĐẠI số 


I. KIẾN THỨC CO BẢN 


Chúng ta bắt đầu với việc thay a = 


3 

4 


vào biểu thúc 4a 3 + a - 1, ta được: 



9 . 3 

— 4 - — 

4 4 


= 2. 


3 

Khi dó. ta nói 2 là giá trị cùa biêu thức 4a + a - 1 tại a = —. 

4 

Như vậy, ta có: 

Để tính giá trị cùa một biểu thức đại số tại những giá trị cho trước cùa các biến, 
ta thay các giá trị cho trước (tó vào biểu thức rồi thực hiện các phép tính. 

Thí du 1 : Tính giá trị của biểu thức x 2 y + xy 2 tại X = 1 và y = ~ . 

Giải 


Thay X = 1 và y = Ý vào biểu thúc đã cho, ta dược: 


1 \ 


Ị_ 

2 



2 + 13 
4 4 


Vậy. giá trị của biểu thức x 2 y + xy 2 tại X = 1 và y = 7 - bằng - 7 . 

2 4 

Chú ý: Để phát triển bài toán tính giá trị của biểu thức dại số. người ta thường 
yẻu cầu chúng ta "Xây dựng biểu thức rồi tinh giá trị cùa biểu tliức 
trong một hoặc nhiều trường hợp cụ thể”. Thí dụ sau sẽ minh họa 
diều này. 

Thí du 2: Một vòi nước chảy vào một bổ nuớe, mỗi phút dược X lít. Cùng lúc dó 

một vòi nước khác chảy từ bể ra, mỗi phút chảy được một lượng nước bằng ị 

4 

lượng nước chảy vào. 

a. Hãy biểu thị sô' nước có thêm trong bể sau khi dồng thời mở cà hai vòi trên 
trong y phút. 

b. Tính sô' nước có thêm trong bể trên, biết X = 36, y = 60. 
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Giải 

a. Nhạn xét rằng, lượng nước có thêm trong bể sau khi đổng thời mở cả hai vòi 

trên trong mỗi phút băng -7 lượng nước chảy vào, tức là bằng -7 X. 

4 ' 4 

Do đó. số nước có thêm trong bể sau khi dồng thời mờ cả hai vòi trên trong y 
phút bàng ị xy (lít). 

b. Thay X = 36, y = 60 vào biểu thức trên, ta được: ^ .36.60 = 1620 lít. 

Vậy, số nước có thêm trong bể sau khi dồng thời mờ cả hai vòi trên với 
X = 36, y = 60 bằng 1620 lít. 

II. CÁC VÍ DỤ‘minh HOẠ 

Ví du 1: Tính giá trị cùa biểu thúc 4x 2 + 2x - 1 tại X = -1 và tại X . 

Giải 

a. Thay X = -1 vào biểu thức dã cho, ta dược: 4(-l) 2 + 2(-l) - 1=4.1—2 — 1 = 1. 
Vậy, giá trị cùa biểu thúc 4x 2 + 2x - 1 tại X = -1 bằng 1. 

b. Thay X = Ị vào biểu thúc dã cho, ta được: 4. 1 7 1 +2. 4" —1 = 1 + 1 — 1 = 1. 

2 ■ {2) 2 

Vậy, giá trị của biểu thức 4x 2 + 2x - 1 tại X = ^ bằng 1. 

Ví du 2: Tính giá trị cùa biểu thức X - 2f + ■£' tại X = 4, y = -1 và z = -1. 

Giải 

Thay X = 4, y = -1 và z = -1 vào biểu thức, ta dược: 

4 - 2(-l) 2 + (-lý* = 4 — 2 — 1 = 1. 

Vậy, giá trị cùa biểu thúc X - 2f + z’ tại X = 4, y = -1 và z = -1 bằng 1. 

VI du 3: Một mảnh vười hình chữ nhật có chiểu dài bằng x(m), chiểu rộng bằng 
y(m) (với X, y > 2). Người ta mở một lối đi xung quanh vườn (thuộc đất của 
vườn) rộng l(m). 

a. Viết biểu thức tính diện tích cùa phần đất còn lại để trồng trọt. 

b. Tính diện tích khu đất trồng trọt biết X = 14m, y = lOm. 
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Giải 

a. Phẩn đất còn lại để trổng trọt có hình chữ nhật với: 

■ Chiểu dài bằng X - 2. 

■ Chiều rộng bằng y - 2. 

Do dó, diện tích của phần đất trồng trọt bằng: 

(x-2)(y-2). 

b. Thay X = 14m, y = lOm vào biểu thức ưên, ta dược: 

(14-2X10-2)= 12.8 = 96m 2 . 

Vậy, diện tích của phần đất trồng trọt với X = 14m, y = lOm bằng 96m 2 . 

Ví du 4: Một người công nhân lắp máy được hưởng lương như sau: 

Lương cứng: 20 đổng / tháng. 

Lương trách nhiệm (nếu có): 5 đồng / tháng. 

Lương làm thêm (nếu có): 1 đồng /1 sản phẩm. 

Hỏi, mức lương cùa anh An là bao nhiêu nếu: 

a. Trong một tháng, anh An dã lắp thêm được 4 sản phẩm. 

b. Trong một tháng, anh An được công nhận là người có trách nhiêm và đã lắp 
thêm được 3 sản phẩm. 

Giải 

a. Trong một tháng, anh An đã lắp thêm được 4 sản phẩm. Do dó, lương của anh 
An là: 20 + 1 . 5 = 25 (đồng) 

b. Trong một tháng, anh An dược công nhận là người có trách nhiệm và đã lắp 
thêm được 3 sản phẩm. Do đó, lương của anh An là: 20 + 5 + 1 . 3 = 28 (đồng) 

ra. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Hãy nẽu cách tính giá trị cùa một biểu thức đại sổ' tại những giá trị cho 
trước của các biến. 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Cho biểu thúc: 9x 2 + 3x - 1. 

Tính giá trị của biểu thúc tại X = -1 và tại X . 

Bài tập 2. Cho biểu thúc 4x 2 + 6x - 8. Tính giá trị cùa biểu thức tại: 

a. x = 3. b. X = -2. 1 

c. X = — _ . 

2 

Bài tập 3. Tính giá trị của biểu thúc X 1 - 2y + z' tại X = -3, y = 3 và z = -2. 
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Bài tập 4. Cho biểu thức (x 2 y - 2x - 2z)xy. Tính giá trị của biêu thức tại: 

a. X = 1, y =-1, z= 3. , 1 . _ 

b. X = - Ỷ . y = 4. z = -3. 

Bài tập 5. Một mảnh vười hinh chữ nhật có chiều dài bằng x(m), chiều rộng bàng 
y(m) (với X, y > 4). Người ta mở một lối đi xung quanh vườn (thuộc đất cùa 
vườn) rộng 2(m). 

a. Viết biểu thức tính diện tích cùa phần đất còn lại để trồng trọt. 

b. Tính diện tích khu dất trồng trọt biết X = 16m, y = 12m. 

Bài tập 6. Một vòi nước chày vào một bé nước, mỗi phút được X lít. Cùng lúc đó một 

vòi nước khác chảy từ bể ra, mỗi phút chảy được một lượng nước bằng ^ lượng 
nước chảy vào. 

a. Hãy biểu thị sô' nước có thêm trong bể sau khi đồng thời mờ cả hai vòi trên 
trong y phút. 

b. Tính sô' nước có thêm trong bể trên, biết X = 27, y = 30. 

Bài tập 7. Hoá đơn thu tiển diện thoại của một hộ gia đình được tính như sau: 

Thuê bao hàng tháng là 27000 dồng (bắt buộc). 

200 phút dầu tiên họ phải trả 120 dồng/lphút. 

500 phút tiếp theo họ phải trả 80 đồng/1 phút. 

Và từ phút 701 trở di họ phải trả 40 đổng/1 phút. 

Hỏi gia dinh dó phải thanh toán bao nhiêu tiền điện thoại nếu: 

a. Một tháng họ sử dụng hết 680 phút. 

b. Một tháng họ sử dụng hết 1028 phút.' 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 

Bài tập ỉ. 

a. Thay X = -1 vào biểu thức đã cho, ta được: 9(-l) 2 + 3(—1) — 1 = 9.1 - 3 - 1 = 5. 
Vậy, giá trị của biểu thức 9x 2 + 3x - 1 tại X = -1 bằng 5. 

b. Thay X = ^ vào biểu thức đã cho, ta đuọc: 9. +3. ^ —1 = 1 + 1 — 1 = 1. 

Vậy, giá trị cùa biểu thức 9x 2 + 3x - i tại X = i bằng 1. 

Bài tập 2. 

b. 46. c. -4. d. -10. 
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Bài tập 3. Thay X = -3, y = 3 và z = -2 vào biểu thức, ta được: 

(-3)’ - 2.3 + (-2) s = -27 - 6 - 32 = -65. 

Vậy, giá trị của biểu thúc X 1 - 2y + z' tại X = -3, y = 3 và z = -2 bàng -65. 

Bài tập 4. 

a- 9. b. -16. 

Bài tập 5. 

a. Phần đất còn lại dể trổng trọt có hình chữ nhật với: 

■ Chiều dài bằng X - 4. 

■ Chiều rộng bằng y - 4. 

Do đó, diện tích của phần đất trổng trọt bằng: (x - 4)(y - 4). 

b. Thay X = 16m, y = 12m vào biểu thức trên, ta được: 

(16 - 4)02 - 4)= 12.8 = 96m 2 . 

Vậy, diện tích của phần đất trổng trọt với X = 16m, y = 12m bằng 96m 2 . 
Bài tập 6. 

a. ^ (lít). b. 270 lít. 

3 

Bài tập 7. 

a. Một tháng họ sử dụng hết 680 phút. Do đó, sô' tiền chi tiết như sau: 

■ Thuê bao hàng tháng là 27000 (đồng). 

■ 200 phút đầu tiên họ phải trả: 120.200 = 24000 (dồng). 

■ 480 sô' tiếp theo họ phải trả: 80.480 = 38400 (dông). 

Vậy, tổng số tiển họ phải thanh toán là: 

27000 + 24000 + 38400 = 89400(đóng). 

b. Một tháng họ sử dụng hết 1028 phút. Do dó, sỏ' tiền chi tiết nhir sau: 

■ Thuê bao hàng tháng là 27000 (đổng). 

■ 200 phút đầu tiên họ phải trả: 120.200 = 24000 (dông). 

■ 500 sô' tiếp theo họ phải trả: 80.500 = 4000 (dồng). 

■ 328 sô' tiếp theo họ phải trả: 40.328 =13120 (dồng). 

Vậy, tổng số tiẻn họ phải thanh toán là: 

27000 + 24000 + 40000 + 13120 = 104120 (đồng). 
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Đơm THỨC 



I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 
1. ĐƠN THỨC 


Thí du 1: 

Các biếu thức dại sô' như 9, a. -Ị X, 6xy\... được gọi là các đơn thức. 


3 X 

b. Các biểu thức đại số X + 2, X - 3x 2 y, —, — 
X y 


Như vậy, ta có thể định nghĩa: 


không phải là dơn thức. 


Đơn thức là biểu thức đại sô' chỉ gồm một số, hoặc một biến, hoặc một tích 
giữa các sô' và các biến. 

SỐO được gọi là đơn thức không. 

Thí du 2: Cho hai chữ sô' X, y. Hãy lập hai biểu thức dại sớ, trong dó một biểu thứ 
là dơn thức còn một biểu thức không là đơn thức. 


Với hai chữ sô' X, y, ta có: 

* Đơn thức là xy (hoậc 2x, 8y, 9xy 2 ,...). 

1 2x 

■ X + y (hoặc X - 2y, —, ,...) không là đơn thức. 

X 3y 

Nhản xét : Như vậy, một biểu thức dại sô' nếu có chứa một trong các phép 

toán + , -,: (sô cho biến hoặc biến cho biến) thì sẽ không phải là 
dơn thức. 

2. ĐON TIIỨC TIIU GỌN 

Với dơn thức 12x 3 y A có thể dược viết dưới các dạng khác, thí dụ: 

12xy 4 xy\ 3x 2 .4y\... 

diểu khác biệt giữa 12x 3 y A với các dạng khác của nó là: 

■ Trong đó các biến X, y có mặt một lần dưới dạng một lũy thừa với sô' m 
nguyên dương. 

■ Nó là tích cùa một sô' với các biến. 

Khi đó, ta nói 12x 2 y A là đơn thức tlut gọn, trong đó: 

■ 12 là hệ iớCÙa đơn thức dó. 


4 


■ x 2 y h là phán biến của dơn thức dó. 

Như vậy, ta có thể dịnh nghĩa: 

Đơn thức thu gọn là đơn thức chỉ gồm tích của một sô'với các biến mà mỗi biến 
dã được nâng lên lũy thừa với số mũ nguyên dương. 

Trong đó: 

• Số nói trẽn dược gọi là hệ số của đơn thức thu gọn. 

■ Phán còn lại gọi là phẩn biến cùa đơn thức thu gọn. 

Chú ý: 1. Ta cũng coi một số là dơn thức thu gọn. 

2. Trong dơn thức thu gọn, mỗi biến chi được viết một lần. Thông 
thường, khi viết dơn thức thu gọn ta viết hệ sô' trước, phần biến sau 
và các biến dược viết theo thứ tự bảng chữ cái. 

Từ nay, khi nói đến đơn thức, nếu không nói gì thêm, ta hiểu dó là 
đơn thức thu gọn. 

Thí du 3: 

a. Đơn thức x 2 y" là đơn thức thu gọn và có hệ số bằng 1. 

b. Các đơn thức 3xyx, 5x 2 yz’xy 4 ,... không phải là đơn thức thu gọn. 

3. BẬC CỦA MỘT ĐƠN THỨC 

Với đơn thức 12x 2 y fi ta thấy: 

■ Biến X có số mũ bằng 2. 

■ Biến y có sô' mũ bằng 6. 

■ Tổng các sô' mũ của các biến trong dơn thức là 2 + 6 - 8. 

Ta nói 8 là bậc cùa đơn thức 12x 2 y 6 . 

Như vậy, ta có thể định nghĩa: 

Vbộc của dơn thức có hệ sô'khác 0 là tổng sô'mũ cùa tất cả các biến có trong đơn 
thức đó. 

Thí du 4: Cho hai chữ sô' X, y. Hãy lập hai dơn thúc thu gọn, trong đó một là đơn 
thúc bậc 8 còn một là đơn thúc bậc 9. 

Giải 

Với hai chữ số X, y, ta có: 

• Đơn thức thu gọn bậc 8 là x 7 y (hoặc 2x 8 ,8y x , 9x‘y 2 ,...). 

■ Đơn thúc thu gọn bậc 9 là 6x 7 y 2 (hoặc x", 6y\ 9xy,...). 

I Chủ Ý: Một số là đơn thức thu gọn có bậc bằng 0. 
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4. NHÂN HAI ĐƠN THỨC 

Để nhân dơn thức 3x 2 y s với dơn thức 2xy 2 z\ ta thực hiện: 

I-► Nhản các hệ sỏ' với nhan 

3x 2 y 6 .2xy 2 z fi = (3.2).( x 2 y 6 .xy 2 z 6 ) 

I-► Nhản các phán hiến với nhau 

= (3.2).(x 2 .x),(y A .y 2 ).z A = 6xW. 

ị Gồm các biến giống nhau và sử dụng 

quy tắc nhàn hai lũy thừa cùng cơ sô' 

Như vậy, ta có quy tắc: 

Đê nhân hai đơn thức, ta nhân các hệ số với nhau và nhản các phẩn biến với 
nhau. 

Thí du 5: Cho hai đơn thức ^ a 2 b và ^ ab 2 c.Tính tích của hai dơn thức và xác 

dinh hệ số, bậc cùa dơn thức thu được. 

Giải 

Ta có: ~ a 2 b. ^ ab 2 c = ^ 2 ■ 2) ( aỉ k- a b 2c ) = (a 2 .a).(b.b 2 ).c = aVc. 

Khi đó, đơn thức a Vc có hệ số bằng 1 và có bậc bằng 3 + 3 + 1 = 7. 

Nhản xét: 1. Tích của hai đơn thức là một đơn thức. 

2. Mỏi đơn thúc dều có thể viết thành một đơn thức thu gọn, thí 
dụ: 3x 2 y (~4)xy' (-8)y = 96x-y. 

Thí du 6: Cho đơn thúc 3xy 2 z'(-2xy 4 ). Thu gọn đơn thúc và chi ra hộ số cùng bậc 
của nó. 

Giải 

Vi* lại đơn thức dưới dạng: 

3xyV(-2xy 4 ) = [3.(-2)].(xyV.xy 4 ) = -6.(x.xXy ỉ y 4 ).z 3 = -6x 2 yV. 

Như vậy dơn thức có: 

• Hệ số bằng - 6. 

■ Có bậc bằng 2 + 6 + 3 = 11. 

u. CÁC ví DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1; Trong các biểu thức sau, biểu thức nào là đơn thức (Vì sao ?): 

9 b. X. c. 8xy.6z. d. X - 4y. 
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Giải 

9 

a. - ^ là đơn thức, vì nó chỉ gồm một số. 

b. X là đơn thức, vì nó chi gồm một biến. 

c. 8xy.6z là đơn thức, vì nó là một tích giữa các sô' và các biến. 

d. X - 4y không là đơn thức, vì nó chứa phép trừ. 

Ví du 2; Cho hai dơn thức -x*yV và 6xy'.Tính tích của hai đơn thức và xác 
định hệ số, bậc cùa dơnHhức thu dược. 

Giải 

Ta có: -x*yV.6xy' = (-l.óMxVV.xy 1 ) = -6(x K .x).(y K .y , ).z‘ > = -6xV'z M . 

Khi dó, đơn thức -óx i y'z' có hệ sô' bằng -6 và có bậc bàng 9+11+9 = 29. 

Ví du 3: Thu gọn các đơn thúc rồi chi ra phần hệ sô' và bậc của chúng: 

a. 6x.(-8x 2 y).(9xV 2 z). b. 2x*yz 4 .(-ị yY).(2xz fi ). 

4 

Giải 

a. Viết lại dơn thức dưới dạng: 

[6.(-8).9].(x.x 2 y.x Yz) = -432(x,x 2 .x'Xy Y).z = -432x 6 y’z. 

Như vậy, đơn thức có: 

■ Hệ sô' bầng -432. 

■ Có bậc bằng 6 + 3+1 = 10. 

b. Viết lại đơn thức dưới dạng: 

[2.(--ị ).2].(x 6 yz 4 .y 2 z\xz A ) = -(x 6 .x)(y.y 2 ).(z 4 .z\z s ) = -x 7 yV\ 

4 

Như vậy, đơn thức có: 

■ Hê sổ'bằng -1. 

■ Có bậc bằng 7 + 3 + 13 = 21. 

Ví du 4; Viết biểu thức tính diện tích của hình chữ nhật, biết hình chữ nhật có 
chiều dài gấp hai lần chiều rộng. 

Giải 

Giả sử hình chữ nhật cố chiều rộng bằng X, suy ra chiểu dài bằng 2x, do dó biểu 
thức diện tích: 2x.x = 2x 2 . 
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III. CẢU HỎI ỔN TẬP LÝ THUYẾT 

Càu hòi 1: Phát biểu định nghĩa đơn thức và cho ví dụ. 

Câu hỏi 2: Nếu dâu Kiệu để khảng định một biểu thức đại sò' không phải là đơn 

thức và cho ví dụ. 

Câu hói 3: Thế nào là một dơn thức thu gọn. Cho ví dụ. 

Câu hói 4: Phát biểu dịnh nghĩa bậc cùa dơn thức có hệ số khác 0. 

Cảu hỏi 5: Một số có phải là một đơn thức thu gọn hay khổng ? Nếu có thì nó có 
bậc bằng bao nhiêu ? 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Trong các bểu thức sau. biểu thức nào là đơn thức (Vì sao ?): 

6 b. ỵ v , c. 3xy.2xz. d. 8x - 3y\ 

a ' Tĩ‘ 

Bài tập 2. Cho ba chữ sô X, y, z. 

a. Hãy lập hai biểu thức dại sổ. trong đó một biêu thức là đơn thức còn một 
biểu thức không là dơn thức. 

b. Hãy lâp hai đơn thức thu gọn, trong dó một là đơn thức bậc 8 còn một là dơn 
thức bậc 9. 

Bài tập 3. Cho biết phần hệ số và phần biến của các dơn thức sau rồi tính giá trị cùa 
chúng tại a = I, b = 2 và c = -1: 
a. 5,8a 2 bc s . b. 0,12 2 abc". 

Bài tập 4. Tính tích cùa hai dơn thức và xác dịnh hệ số, bậc cùa dơn thức thu được. 

a. 4 aVc 6 và -2a fi d 1 ’. b. 2 J xy ' và 4 xVz‘'. 

2 y 4 

Bài tập 5. Thu gọn các đơn thức rồi tìm hệ sô' và bậc của chúng: 

2 1 , 

a. X .y.(-2xy z).(“3x y 4 z ). b. ^ X y z .(— xy z ).(12xyz ). 

3 4 

Bài tập 6. Viết biểu thức tính diện tích của hình chữ nhật, biết hình chữ nhật có 
chiếu dài gấp ba lần chiều rộng. 

Bài tập 7. Hãy viết các đơn thức với biến a, b và có giá trị bằng 18 tại a = -2 
và b = 1. 

Bài tập 8. Tính giá trị của các dơn thức sau: 

a. 8xyV với X = 3, y = 2 và z = - 1. b. ^ x 2 y 4 với X = 5 và y = - 1. 

c. - x 2 y với X = -3 và y = 8. 
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V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 

Bài tâp 1. 

a. là đơn thức, vì nó chỉ gồm một số. 

b. y ụ là đơn thức, vì nó chỉ gồm một biến. 

c. 3xy.2xz là đơn thức, vì nó là một tích giữa các số và các biến. 

d. 8x - 3y 2 không là đơn thức, vì nó chứa phép trừ. 

Bài tập 2. 

a. Với ba chữ số X, y, z, ta có: 

■ Đơn thức là xyz 2 (hoâc X, 6y, 8z, 9xyz 2 ,...). 

1 9x 

■ xy + z (hoặc X - 6yz, -, — ,...) không là đơn thức. 

X yz 

b. Với ba chữ sô' X, y, z, ta có: 

■ Đơn thức thu gọn bậc 8 là X fi yz (hoặc 2x\ 8y x , 9z\ x*y 

■ Đơn thức thu gọn bậc 9 là 6x 4 y 2 z' (hoặc X 9 , 6y\9xV„„). 

Bài tập 3. 

a. Đơn thức 5,8a 2 bc x có phần hệ số là 5,8 và phần biến là a 2 bc*. 

Thay a= 1, b = 2 vàc = -l vào 5,8a 2 bc s . Ta dược: 5,8.1 2 . 2. (-1)* = 5,8. 2 = 11,6 

b. Đơn thức 0,12 2 xyz" có phần hệ số là 0,12 2 và phần biến là xyz". 

Thay a= l,b = 2 vàc = -l vào0,12 2 xyz".Taduợc: 

0,12 2 . 1.2.(-1)"=0,12 2 .2 = 0,0288. 

Bàỉ tập 4. 

a. Ta có: I aW.(-2a*d*) = [ I .(-2)I.(aVc*ji‘d*) = -5aVc‘d*. 

Khi đó, đơn thức -5a*bVd‘’ có hệ số bằng -5 và có bậc bằng 26. 

3 3 3 

b. Ta có: 2 4 xy 4 và — x*yV => 2 4 xy 4 . — xyz 9 =(2 4 . — ).(xy 4 .x 6 yV) = 12x 7 y l2 z 9 . 

4 4 4 

Khi đó, đơn thức 12x 7 y l2 z 9 có hệ số bằng 12 và có bậc bằng 28. 

Bài tập 5. 

a. Ta được 6x fi y 7 z 9 nó có hệ số bằng 6 và có bậc bằng 22. 

b. Ta được 2x , y V nó có hệ số bằng 2 và có bậc bằng 19. 

Bài tập 6. Già sử hình chữ nhật có chiều rộng bằng X, suy ra chiều dài bằng 3x, do 
đó biểu thức diện tích: 3x.x = 3x 2 . 
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Bài tập 7. Các dơn thức với biến a, b và có giá trị bằng 18 tại a = -2 và b = 1 
Chảng hạn: 

• - 9ab. Thật vậy: -9.(- 2). 1 = 9.2 = 18 

■ ^.a 2 b. Thật vậy: ^ .(-2) 2 . 1 = 18. 

4 '4 

Bài tập 8. 

a. Thay x = 3, y = 2vàz = - 1 vào 8xy 2 z\ Ta được: 

8.3. 2 2 . (-1)’ = 8. 3. 4. (-1) = - 96. 

b. Thay X = 5 và y = - 1 vào - — x 2 y 4 . Ta được: 

ị .5 2 .(-l)’= ị .25. 1 =2.5= 10. 

5 5 

c. Thay X = -3 và y = 9 vào -^7 x 2 y. Ta được: 7^7 . (-3) 2 .8 = 7^7 .9.8=^. 

81 • 81 81 9 


ĐƠN THỨC ĐỒNG DẠNG 


I. KIẾN THỨC CO BẢN 
I. ĐON THỨC ĐỔNG DẠNG 

Các đơn thức xy 2 , 3xy 2 , “Xy 2 ,... có chung phần biến. Khi đó, pgười ta nói cái 

dơn thức đó là đồng (lạng vdi nhau. 

Như vậy, ta có định nghĩa: 

I Hai đơn thức đồng dạng là hai đơn thức có hệ số khác 0 và có cùng phần biến. 
Thí du 1: Trong các dơn thức sau, hãy chí ra dơn thức đồng dạng với dơn thứ 
6ab 6 . 

a. -ab 6 . ,2 1 , 6 d. ab*-a. 

b. — 7 -. c. - ab. 



Giải 

Ta có ngay: 


Các dơn thức - ab\ 4 ab 6 đồng dạng với dơn thức 6ab A . 
4 


4 


■ Các đơn thức . ab^-a khống đổng dạng với đơn thức 6ab 6 . 
ab 

I Chú ý: Tất cả số khác 0 được coi là những đơn thức đổng dạng. 

2. CỘNG, TRỪ CÁC ĐON THỨC ĐỔNG DẠNG 

Chúng ta dã biết tính chất phàn phối của phép nhân với phép cộng các số, do đó: 

2 2 .33 + 5.33 = (2 2 + 5).33 = (4 + 5).33 = 9.33. 

Với cách thức tương tự như vậy với hai đơn thức dóng dạng, ta thấy: 

I-► Cộng các hệ sỏ vcri nhau 


3abc + 4abc = (3 + 4)abc = 7abc. 


► Giữ nguyên phán hiến 


Như vậy, ta có thể dịnh nghĩa: 

Để cộng (hoặc trừ) các đơn thức đổng dạng, ta cộng (hoặc trừ) các hệ sỏ với 
nhau và giữ nguyên phần biến. 

Thí du 2: Thực hiện phép tính: 

a. 3xy 2 +^xy 2 . b. ^x 4 y'-2x 4 y'. 


a. Ta có: 3xy 2 + ~ xy 2 = (3 + ^ )xy 2 = ^ xy 2 . 

b. Ta có: i x 4 y ’ - 2x 4 y ' = (i - 2)x 4 y’ = -1 > 


Chú ý: Phép cộng, trừ các đơn thức dồng dạng còn dược sử dụng trong bài 
toán tính giá trị cùa biếu thức. 

_ . 3 

Thí du 3: Tính giá trị của biêu thức 2abc - 3a c + 8 tại a = 1 và b = -- . 


Thay a = 1 và b = ; 


0 biểu thức đã cho, ta dược: 
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[I. CÁC ví DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1: Hãy xếp các đơn thức sau thành nhóm các đơn thức đồng dạng với 
nhau: 

a. -2xy 2 z b. 6x 2 yz ^ 3 _ 2 _ d. 8xzy 2 3 2 

J c. r xy z e. - X yz 

2 4 

Giải 

Ta có ngay: 

■ Các đơn thức -2xy 2 z, ^ xy 2 z, 8xzy 2 đổng dạng với nhau. 

■ Các dơn thức 6x 2 yz, \ x 2 yz dồng dạng với nhau. 

4 

Ví du 2: Thực hiện phép tính: 

a. 3x 2 y’ + ^ xy - J x 2 y \ b. 6x 4 y - 5x.3x’y + 4x 2 .2xy.3x. 

Giải 

ỉ. Ta có: 3x 2 y’ + ^ x 2 y' - ~ x 2 y' = (3 + i ^ )x 2 y’ = ^ X 2 y\ 

X Ta có: 

6x 4 y - 5x.3x’y + 4x 2 .2xy.3x = 6x 4 y - (5.3).(x.x'y) + (4.2.3).(x 2 .xy.x) 

= 6x 4 y - 15x 4 y + 24x 4 y 
= (6 - 15 + 24)x 4 y = 15x 4 y. 

VẾ du 3: Cho biểu thức: 3x.2xy - ^ x 2 y - 4x 2 . ^ y. 

a. Thực hiện đơn giản biểu thức. 

b. Tính giá trị của biểu thức với X = -2, y = g • 

Giải 

2 ị 2 4 

1 . Ta có: 3x.2xy - ~z x 2 y - 4x 2 . -- y = 6x 2 y - r x 2 y - r x 2 y 

3 3 3 3 

= (6-| -^)x 2 y = 4x 2 y. 

t>. Thay X = -2, y = i vào đơn thức 4x 2 y, ta được: 4.(-2) 2 . g = 2- 
Vậy, giá trị của biểu thúc tại X = -2, y = ^ bằng 2. 

Ví du 4: Cho hình chữ nhật có chiều dài hơn chiều rộng 6cm. Viết biểu thức 
tính chu vi của hình chữ nhạt. 
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Giải 

Ta có thể trình bày theo hai cách sau: 

Cách 1: Giả sử hình chữ nhật có chiều rộng bằng X. suy ra chiểu dài bằng X + 6. 

Khi dó, chu vi hình chữ nhật được cho bởi: 2(x + X + 6) = 2(2x + 6). 

Cách 2: Giả sử hình chữ nhật có chiểu dài bằng X, suy ra chiều rộng bằng X - 6. 

Khi đó, chu vi hình chữ nhật duợc cho bởi: 2(x + X - 6) = 2(2x - 6). 

III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Phát biểu định nghĩa hai đơn thức đồng dạng và cho ví dụ. 

Câu hỏi 2: Phát biểu quy tắc cộng (hoậc trừ) các đơn thức đồng dạng. 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Hãy xếp các đơn thức sau thành nhóm các đơn thức đồng dạng V( 
nhau: 

a. 6x 2 yz 2 b. 6xYz 7 2 , d. ”4x'zy 2 3 , 2 _ 

c. ^ x 2 y r e ' 4 x y z 

Bài tập 2. Các cặp đơn thức sau có đổng dạng hay không ? 

a. 4^X K và-0.25x s y. c. y x*y 4 z và 9x*y 4 z. 

b. 1 lxyV và ^ xy 4 z. d. -3xyV và ^ xyV. 

Bài tập 3. Thực hiện phép tính: 

a. X 2 + 6x 2 - 0.75x 2 . b. 8xy 2 - o^xy 2 + 7 xy 2 . 

4 

c. 1,5xyV - 1 i xyV + 1,8xy 2 z’ + 4 ^ xyV. 

2 1 

Bài tập 4. Cho biểu thức: 6x 2 y - 7 x 2 y - x 2 y + 7 x 2 y. 

3 6 

a. Thực hiện đơn giản biểu thức. 

b. Tính giá trị của biểu thức với X , y = 2. 

Bài tập 5. Cho hình chữ nhật có chiều dài hơn chiểu rộng 8cm. Viết biểu thức tír 
chu vi của hình chữ nhật. 

Bài tập 6. Điển dơn thức vào ô trống: 

a. 4x 2 + 1 I = 6x 2 . 

b. I 1 - 9xV = - 6xV. 

c. I I - 1 I + x’yz 2 = 9x^2?. 
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V. HƯỚNG DẪN - ĐẢP SỐ 

Bài tập 1. Ta có ngay: 

■ Các đơn thức 6x 2 yz 2 . ^ x 2 yz 2 dồng dạng với nhau. 

■ Các dơn thức 6x'y 2 z, -4x'zy 2 , ~ x'y 2 z dồng dạng với nhau. 

4 

Bài tập 2. Ta có ngay: 

a. Không đồng dạng. c. Đổng dạng. 

b. Không đồng dạng. d. Không đổng dạng. 

Bài tập 3. 

a. Ta có: X 2 + 6x 2 - 0.75x 2 = 6.25x 2 . 

b. Ta có: 8xy 2 - 0.25xy 2 + ^ xy 2 = 8.5xy 2 . 

4 

1 2 19 

c. Ta có: 1.5xy 2 z' - 1 ^ xy 2 z' + 1.8xy 2 z' +4-^ xyV = 6^ xy 2 z\ 

Bài tập 4. 

a. Ta có: 6x 2 y - \ x 2 y - x 2 y + ị x 2 y = (6 - \ - 1 + ị )x 2 y = f x 2 y. 

3 6 3 6 2 

1 , 9 9 ( 1Ỹ 

Thay X , y = 2 vào biểu thức ^ x 2 y ta được: 2 1^1 = ^ 

Vậy, giá trị cùa biểu thúc tại X , y = 2 bằng 1. 

Bài tập 5. Ta có thể trình bày theo hai cách sau: 

Cách 1: Giả sử hình chữ nhật có chiểu rộng bằng X, suy ra chiểu dài bằng X + 8. 

Khi đó, chu vi hình chữ nhật được cho bởi: 2(x + X + 8) = 2(2x + 8). 
Cách 2: Giả sử hình chữ nhạt có chiều dài bằng X, suy ra chiều lông bằng X - 8. 

Khi đó, chu vi hình chữ nhật được cho bởi: 2(x + X - 8) = 2(2x - 8). 
Bài tập 6. 

a. 2x . 

b. 3x 2 y\ 

c. Có nhiéu cách điển, thí dụ: 

|9x\z 2 | - Ịx ì yz 2 | + x’yz 2 = 9x 3 yz 2 . 
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ĐA THỨC 

L KIẾN THỨC Cơ BẢN 
1. ĐA THỨC 

Các biểu thức: 

■ X 2 + 6x - 7. 

■ x 4 y' + 8x’y 2 - 2 x - 

2 1 

■ x 2 y - ^ xy + 4xy 2 - ^ x 2 y + 8. 

dược gọi là các đa thức. 

Như vậy, ta có thể định nghĩa: 

Đa thức là một tổng của những đơn thức. Mối đơn thức trong tổng gọi là một 
hạng tủ của đa thức đổ. 

Để cho gọn, người ta thường kí hiệu các đa thức bằng các chữ cái in hoa A, B, p, 
2 1 

Q.Thí dụ ta đạt: p = x 2 y+ 1 - ^xy+ 4xy 2 - ^x 2 y+ 8. 

1 THU GỌN ĐA THỨC 

Nhận thấy rằng trong đa thức p ở ưên có những hạng tử là đơn thức đồng dạng 
(còn gọi là hạng tử đổng dạng), do đó có thể thực hiện được phép cộng các dơn 
12 

thức đổng dạng đó, ta được: p = Ỷ x 2 y - ị xy + 4xy 2 + 9. 

Khi đó, trong da thúc này khổng còn hai hạng từ nào đồng dạng. Ta gọi đa thức 
dó là dạng thu gọn của đa thúc p. 

Thí du 1; Hãy thu gọn da thức sau: p = 4x V z - ~ xy 2 z + ỖX‘Yz + 1.25x Yz. 
Giải 

Ta được: p = lOx'y 2 z + 0.75xVz. 

3. BẬC CỦA ĐA THỨC 

Xét da thức: Q = xy 4 + x*y + X 4 - 9 
trong da thức này, ta thấy: 




■ Hạng tir xy 4 có bậc 5, 

■ Hạng từ x fi y có bậc 7. 

■ Hạng tử X 4 có bậc 4. 

■ Hạng từ 9 có bậc 0. 

Như vậy, bậc cao nhất trong các bậc đó bằng 7. Khi đó ta nói 7 tà bậc cùa d 
thức Q. 

Từ đó, ta có thể định nghĩa: 

Bậc của đa thức là bậc cùa liạng tử có bậc cao nhất trong dạng thu gọn cùa đa 
thức đó. 


Ì Chú ý: i. Sô' 0 cũng được gọi là đa thức không và nó không có bậc. 

2. Khi tìm bậc của một da thức, trước hết ta phải thu gọn da thức dó. 

Thí du 2: Tìm bậc của đa thức: p = 6x 4 + 3x* - 3x 2 y - 3x' + 1 - 6x 4 . 

Giải 

Thu gọn da thức p về dạng: p = - 3x 2 y + 1. 

Suy ra, đa thức p có bậc bằng 3. 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1: Lập biểu thức dại sô' chứa các biến X, y, z mà: 
a. Biểu thức dó vừa là đơn thức, vừa là đa thức, 
b. Biểu thức đó chi là da thức. 

Giải 

a. Với ba chữ số X, y, z, ta có: 

Biểu thức vừa là dơn thức, vừa là da thức là: x 2 yz’ (hoặc X 2 , 8y, 5xz, 9x 2 y 2 z\...) 
b. Với ba chữ số X, y, z, ta có: 

Biểu thức chỉ là đa thức là: 2x 2 + 3y' + 5z 5 (hoặc 8x - 6yz 2 , —, — ,...) 

X yz 

Ví du 2: Tính giá trị của các đa thức sau: 
a. 5x 2 y + 8xy 2 - 10x 2 y 2 tại X = -1 và y = -3. 
b. x 2 y’ - 2xy 2 + xV tại X = -1 và y = 1. 

Giải 

a. Thay X = -1 và y = -3 vào 5x 2 y + 8xy 2 - 10x 2 y 2 . Ta được: 

5(-l) 2 .(-3) + 8.(-l).(-3) 2 - 10(-l) 2 (-3) 2 

= 5.(-3) + 8.(-l).9-10.9 =-15-72-90 = - 177. 
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Thay X = -1 và y = 1 vào x 2 y' - 2xy 2 + xV- Ta được: 

(-l) ỉ .l , -2(-l).l 2 + (-1)M*= i + 2+ 1 = 4. 

Ví du 3: Thu gọn đa thức sau: 

a. A = 8x 2 + 2xy 2 - 5x 2 y 2 - 2xy 2 + 5x 2 y 2 . 

2 

b. B = -1 x 2 y 2 + 5x 2 y 2 z 2 + 2x 2 y 2 - y 7 - 5x 2 y 2 z 2 . 

'ải 

Thu gọn đa thức A vể dạng: 

A = 8x 2 + 2xy 2 - 5x 2 y 2 - 2xy 2 + 5x 2 y 2 

= 8x 2 + ( 2xy 2 - 2xy 2 ) - (5x 2 y 2 + 5x 2 y 2 ) = 8x 2 + 0-0= 8X 2 . 
Thu gọn đa thức B về dạng: 

B = “ x 2 y 2 + 5x 2 y 2 z 2 + 2x 2 y 2 - y 7 - 5x 2 yV 
= (-1 xY + 2x 2 y 2 ) + (5x 2 y 2 z 2 - 5x 2 y 2 z 2 )- y 7 

= x 2 y\2-|)+0-y 7 = ^xV-y 7 

Ví du 4: Cho da thức: p = 5x 5 - 4x 4 + 3x' - 2x 2 + X - 8 

a. Biểu diễn đa thức p thành tổng của hai đa thức. 

b. Biểu diễn đa thức p thành hiệu của hai đa thức. 
iời 

Ta có thể biểu diễn đa thức p thành tồng cùa hai đa thức như sau: 
p = ( 5x' - 4x 4 ) + (3x’ - 2x 2 + X - 8); 
p = ( 5x' - 4x 4 + 3x') + (- 2x 2 + X - 8); 
p = (5x' - 4x 4 - 2x 2 + X ) + (3x' - 8); 


Ta có thể biểu diẻn da thức p thành hiệu của hai đa thức như sau: 
p = ( 5x' - 4x 4 + 3x’) - ( 2x 2 - X + 8) ; 
p = ( 5x') - (4x 4 - 3x’ + 2x 2 - X + 8); 
p = (5x s - 4x 4 - 2x 2 + X ) - ( - 3x' + 8); 

I. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

âu hỏi 1: Phát biểu định nghĩa da thức và cho ví dụ. 

âu hỏi 2: Mỗi đơn thức có phải là một đa thức không ? Vì sao ? 

âu hỏi 6: Thế nào là một đa thức có dạng thu gọn. Cho ví dụ. 


ị 



Câu hỏi 7: Phát biểu định nghĩa bậc cùa da thức. 

Câu hói 8: Số 0 được gọi là đa thức gì và nó có bậc bằng bao nhiêu ? 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 
Bài tập 1 . Tim bậc của đa thức: 

a. A = 2x 4 + 3x' - 8x 2 y 2 - 3x' + 9 - 2x 4 . 

b. B = 4xV - 3xy 2 + 7x 2 y + 2xy 2 - 7x 2 y. 

Bài tập 2. Tính giá trị của các da thức sau: 

a. A = x 2 y + 3xy 2 - 5x 2 y 2 + 8xy tại X = -1 và y = 2. 

b. B = 4x' + x 2 y - x 4 y 4 + xy + 11 tại X = 1 và y = -1. 

Bài tập j. Thu gọn đa thức sau: 

a. A = J X 2 yz + 2xy 2 z - xyz 2 - 2x 2 yz - 2xy 2 z + xyz 2 . 

b. B = “ x 2 y 2 + y 2 z 2 + 1 x 2 y 2 - y 2 z 2 - 5x 2 y 2 . 

Bài tập 4. Cho đa thức: p = 6x 6 - 2x 5 + 3x 4 - 2x' + X - 9 

a. Biểu diễn da thức p thành tổng cùa hai da thức. 

b. Biểu diễn đa thức p thành hiệu của hai da thức. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 

Bài tập I: 

a. Ta có: A = 2x 4 + 3x' - 8x 2 y 2 - 3x 5 + 9 - 2x 4 

= 2x 4 - 2x 4 + 3x s - 3x 5 - 8x 2 y 2 + 9 = - 8x 2 y 2 + 9 
Vậy, đa thức A có bậc bằng 4. 

b. Ta có: B = 4x'y 2 - 3xy 2 + 7x 2 y + 2xy 2 - 7x 2 y 

= 4x*y 2 - 3xy 2 + 2xy 2 + 7x 2 y - 7x 2 y = 4x 5 y 2 - xy 2 . 

Vậy, đa thức B có bậc bằng 7. 

Bài tập 2: 

a. Thay X = -1 và y = 2 vào A. Ta được: 

A = (-1) 2 . 2 + 3(-l). 2 2 - 5(-l) 2 . 2 2 + 8(-l). 2 
= 2-3.4 + 5.4-8.2 = 2-12 + 20-16 = -6 

b. Thay x= 1 vày = -l vào B. 

Ta được: 

B = 4.l'+ l 2 .(-l)- T(-l) 4 + !.(-!)+ 11 =4 - 1 - 1 - 1 + 11 = 12. 
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Bài tập 3: 

a. Ta có: A = i x 2 yz + 2xy 2 z - xyz 2 - 2x 2 yz - 2xy 2 z + xyz 2 

= i x 2 yz - 2x 2 yz + 2xy 2 z - 2xy 2 z + xyz 2 - xyz 2 = “ 2 * 2 y z - 

b. Ta có: B = - ^ x 2 y 2 + y 2 z 2 + i xV - y 2 z 2 - 5x 2 y 2 

= (-ị - ị )x 2 y 2 + y 2 z 2 - y 2 z 2 - 5x 2 y 2 = ị x 2 y 2 - 5x 2 y 2 . 

2 3 6 

Bài tập 4: 

a. Ta có thể biểu diễn đa thức p thành tổng của hai da thức như sau: 

p = (6x* - 2x s ) + (3x 4 - 2x' + X - 9); 
p = (6x* - 2x- + 3x 4 ) + (- 2x' + x - 9 ); 
p = (6x A - 2x 5 - 2x’ + X ) + (3x 4 - 9 ); 

b. Ta có thể biểu diển da thức p thành hiệu của hai da thực như sau: 

p = (6x 6 - 2x 5 ) - ( -3x 4 + 2x' - X + 9); 
p = (6x A - 2x s + 3x 4 ) - (2x' - X + 9): 
p = (6x* - 2x' + X - 9) - (2x' + 3x 4 ); 
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CỘNG, TRÌÍ ĐA THỨC 


I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. CỘNG HAI ĐA THỨC 

Đỉ cộng da thức p = X 2 + 6x + 5 với đa thức Q = -3x + 9, ta thực hiện: 
p f Q = (x 2 + 6x + 5) + (-3x + 9) - Đặt phép toán 

= X 2 + 6x + 5 - 3x + 9 - Thực hiện phép bõ dấu ngoặc 

— x 2 + (6x - 3x) + (5 + 9) -Sử dụng tính chất giao hoán và kết hợp 
= x 2 + 3x + 13 - Cộng, trừ các dơn thức dồng dạng 

Kbi đó, ta nói X 2 + 3x + 13 là tổng của hai đa thức p và Q. 

Thí du 1: Tính tổng của hai đa thức: 

p = 6x 2 y - 6xy 2 + xy và ọ = 7xy + 4xy 2 + y. 

Giải 

Ta có: p + Q = (6x 2 y - 6xy 2 + xy) + (7xy + 4xy 2 + y) 

= 6x 2 y - 6xy 2 + xy + 7xy + 4xy 2 + y 
= 6x 2 y + (xy + 7xy) + (4xy 2 - 6xy 2 ) + y 
= 6x 2 y + 8xy - 2xy 2 + y. 

2. TRÙTIAI ĐA THỨC 



Để trừ đa thức p = X 2 + 6x + 5 cho đa thức Q = -3x + 9, ta thực hiện: 
p + Q = (x 2 + 6x + 5) - (-3x + 9) - Đặt pliép toán 

= X 2 + 6x + 5 + 3x - 9 - Thực hiện phép bò dấu ngoặc 

= X 2 + (6x + 3x) + (5 - 9) - Sừ dụng tính chất giao hoán và kết hợp 

- X 2 + 9x - 4 - Cộng, trừ các đơn thức đổng dạng 

Khi đó, ta nói X 2 + 9x - 4 là hiệu của hai da thức p và Q. 

Thí du 2: Tính P-Q, biết: 

p = x 2 y' + x 2 y - 6xy 2 và Q = -2xy 2 + 9x 2 y - 8. 

Giải 


Ta có: P + Q = (x 2 y ! + x 2 y - 6xy 2 ) - (-2xy 2 + 9x 2 y - 8) 
= X'V + x 2 y - 6xy 2 + 2xy 2 - 9x 2 y + 8 
= x 2 y’ + (x 2 y - 9x 2 y) + (- 6xy 2 + 2xy 2 ) + 8 
= x 2 y’ - 8x 2 y - 4xy 2 + 8 
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II. CÁC ví DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1: Cho hai đa thức: p = 8x' - 2x 2 + X + 2 và Q = X 4 - x' + 3x. 

a. Tính p + Q. 

b. TínhP-Q. 

c. Tính Q - p. 

Giải 

a. Ta có: p + Q = (8x’ - 2x 2 + X + 2) + (X 4 - + 3x) 

= 8x' - 2x 2 + X + 2 + X 4 - x' + 3x 
= (8x’ - x') - 2x 2 + (x + 3x) + 2 + X 4 
= 7x' - 2x 2 + 4x + 2 + X 4 . 

b. Ta có: p - Q = 8x’ - 2x 2 + X + 2 - X 4 + x' - 3x 

= (8x' + x') - 2x 2 + (x - 3x) + 2 - X 4 
= 9x’ - 2x 2 - 2x + 2 - X 4 . 

c. Ta có: Q - p = (x 4 - X 1 + 3x) - (8x’ - 2x 2 + X + 2) 

= X 4 - x’ + 3x - 8x’ + 2x 2 - X - 2 
= X 4 - (x' + 8x’) + (3x - X) + 2x 2 - 2 
= X 4 - 9x' + 2x + 2x 2 - 2. 

Ví du 2: Tìm da thức A biết: 

a. A + (X 2 - y 2 ) = 8x 2 + 2y 2 - 3x 2 y. 

b. A - ( 2xy - X 2 + 2y 2 ) = X 2 - 2y 2 + xy. 

Giãi 

a. Ta có: A + (x 2 - y 2 ) = 8x 2 + 2y 2 - 3x 2 y 

o A = (8x 2 + 2y 2 - 3x 2 y) - (x 2 - y 2 ) 

= 7x 2 +3 y 2 - 3x 2 y. 

Vậy, đa thức cần tìm: A = 7x 2 +3 y 2 - 3x 2 y. 

b. Tạ có: A - ( 2xy - X 2 + 2y 2 ) = X 2 - 2y 2 + xy 

o A = (x 2 - 2y 2 + xy) + ( 2xy - X 2 + 2y 2 ) = 3xy 
Vậy, đa thúc cần tìm: A = 3xy. 

Ví du 3: Tính giá trị cùa các biểu thức sau: 

a. p = xy 2 + x 2 y 4 + x'y 6 + ... + x K y m tại X = — I và y = 1. 

b. Q = xy 2 z+ x 2 yV + x'yV + ... + xỴV tại X = -1, y = -1 và z = -1 . 
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'iài 

, Ta có: p = xy 2 + (xy 2 ) 2 + (xy 2 )' + ... + (xy 2 ) s . 

Khi X = -1 và y = 1, ta được: xy 2 = -1. 

Dodó: p = -l + 1 - l + 1 - 1 + I - L + 1 = 0. 

. Ta có: Q = xy 2 z + (xy 2 z) 2 + (xy 2 z)’ + ... + (xy 2 z) s . 

Khi X = - 1, y = -1 và z = -1, ta được : xy 2 z= (-1). (-1) 2 . (-1) = 1. 
Dođó:Q=l + l + l + l + l + l + l + ỉ=8. 

Ví du 4: Cho hai biểu thức sau: 

p + Q = 2x 2 + 5y 2 - 3xv; (1) 

p - Q = X 2 - y 2 + 2xy. (2) 

Tim hai đa thức p và Q thoả mãn hai biểu thức trên. 

Ta cộng hai vế cùa biểu thức (1) và (2), ta được: 

2P = 2x 2 + 5y 2 - 3xy + X 2 - y 2 + 2xy = 3x 2 + 4y 2 - xy. 

=> P = (3x 2 + 4y 2 - xy): 2 = ^ X 2 + 2y 2 - ^ xy. 

Ta trừ hai vế cùa biểu thức (1) và (2), ta dược: 

2Q = 2x 2 + 5y 2 - 3xy - (x 2 - y 2 + 2xy) 

= 2x 2 + 5y 2 - 3xy - X 2 + y 2 - 2xy = X 2 + 6y 2 - 5xy 

=>Q= ị x 2 + 3y 2 - |xy. 

Vậy, hai đa thức cần tìm là: p = ^ X 2 + ly 2 - ^ xy và Q = ^ X 2 + 3y 2 - ^ xy. 

II. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

’âu hỏi 1: Nêu các bước cần thực hiện để cộng hai đa thức. 

'âu hỏi 2: Nẽu các bước cần thực hiện dể trừ hai da thức. 

V. BÀI TẬP ĐÊ NGHỊ 

tài tập 1. Cho hai đa thức: p = 3x' - 3x 2 + 8x - 5 và Q = 5x 2 - 3x + 2. 

a. Tính p + Q. 

b. TínhP-Q. 

c. Tính Q - p. 

tài tập 2. Cho hai đa thức: p = X 4 - x’ + X 2 + 3x và Q = 2x 4 - 9x 2 - 5. 
a. Tính p + Q. 
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b. TínhP-Q. 

c. Tính Q - p. 

Bài tập 3. Cho hai đa thức: p = 2x 2 y + 9xy 2 - 7y' và Q = 8x 2 y + xy 2 . 

a. Tính p + Q. 

b. TínhP-Q. 

c. Tính Q - p. 

Bài tập 4. Tìm đa thức A biết: 

a. 2A + (2x 2 + y 2 ) = 6x 2 - 5y 2 - 2x 2 y 2 . 

b. 2A - ( xy + 3x 2 - 2y 2 ) = X 2 - 8y 2 + xy. 

Bài tập 5. Cho hai biểu thức sau: 

2P + Q = x 2 y + 6xy 2 + 3x 2 y 2 ; (1) 

p - Q = 2x 2 y - xy 2 + 3xV (2) 

Tìm hai đa thức p và Q thoả mãn hai biểu thức trên. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 

Bài tập 1. 

a. Ta có: p + Q = (3x' - 3x 2 + 8x - 5) + (5x 2 - 3x + 2) 

= 3x' - 3x 2 + 8x - 5 + 5x 2 - 3x + 2 
= 3x' - (3x 2 - 5x 2 ) + (8x - 3x) + (2 - 5) 

= 3x' + 2x 2 + 5x - 3. 

b. Ta có: p - Q = (3x’ - 3x 2 + 8x - 5) - (5x 2 - 3x + 2) 

= 3x’ - 3x 2 + 8x - 5 - 5x 2 + 3x - 2 
= 3x’ - (3x 2 + 5x 2 ) + (8x + 3x) - (5 + 2) 

= 3x’ - 8x 2 + 1 lx - 7. 

c. Ta có: Q - p = (5x 2 - 3x + 2) - (3x' - 3x 2 + 8x - 5) 

= 5x 2 - 3x + 2 - 3x’ + 3x 2 - 8x + 5 
= (5x 2 + 3x 2 ) - (3x + 8x) - 3x’ + (5 + 2) 

= 8x 2 -llx-3x’ + 7. 

Đài tập 2. 

a. p + Q = 3x 4 - x' - 8x 2 + 3x - 5. 

b. P-Q = -x 4 -x'+ 10x 2 + 3x + 5. 

c. Q - p = x 4 + x’- 10x 2 - 3x - 5. 


60 



Bài táp 3. 

a. p + Q = 10x 2 y + 10xy 2 - 7y\ 

b. p - Q = -6x 2 y + 8xy 2 - 7y\ 

c. Q - p = 6x 2 y - 8xy 2 + 7y 

Bài tập 4. 

a. Ta có: 2A + (2x 2 + y 2 ) = 6x 2 - 5y 2 - 2x 2 y 2 

<=> 2A = (6x 2 - 5y 2 - 2x 2 y 2 ) - (2x 2 + y 2 ) 

= 4x 2 - 6y 2 - 2x 2 y 2 
<=> A = 2x 2 - 3y 2 - x 2 y 2 . 

Vậy, đa thức cẩn tìm: A = 2x 2 - 3y 2 - x 2 y 2 . 

b. Ta có: 2A - ( xy + 3x 2 - 2y 2 ) = X 2 - 8y 2 + xy 

<=> 2A = (x 2 - 8y 2 + xy) + (xy + 3x 2 - 2y 2 ) = 4x 2 - 10y 2 + 2xy 
o A = 2x 2 - 5y 2 + xy. 

Vậy, đa thức cần tìm: A = 2x 2 - 5y 2 + xy. 

Bài tập 5. Ta cộng hai vế cùa biểu thức (1) vằ (2), ta được: 

3P = x 2 y + 6xy 2 + 3x 2 y 2 + 2x 2 y - xy 2 + 3x 2 y 2 = 3x 2 y + Sxy 2 + 6x 2 y 2 . 

p = (3x 2 y + 5xy 2 + 6x 2 y 2 ): 3 = x 2 y + I xy’ + 2x y. 

Ta có: (2) o 2(P - Q) = 2(2x 2 y - xy 2 + 3x 2 y 2 ) 

<=> 2P - 2Q = 4x 2 y - 2xy 2 + 6x 2 y 2 (3) 

Ta trừ hai vế cùa biểu thức (1) và (3), ta được: 

3Q = x 2 y + 6xy 2 + 3x 2 y 2 - (4x 2 y - 2xy 2 + 6x 2 y 2 ) 

= x 2 y + 6xy 2 + 3x 2 y 2 - 4x 2 y.+ 2xy 2 - 6x 2 y 2 ) = - 3x 2 y + 8xy 2 - 3x 2 y 2 

=> Q = - x 2 y + I xy 2 - x 2 y 2 . 
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ĐA THỨC MỘT BIẾN 

I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. ĐA THỨC MỘT BIẾN 

Ta có: A = X 2 + 2x + 3. được gọi là đa thức của biến X. 

B = 6 + y 2 + 7y - 13y\ được gọi là đa thức của biến y. 

Như vậy, ta có thể định nghĩa: 

Ị Đa thức một biêh là tổng cùa những đơn thức của cùng một biến. 

Để chỉ rõ: 

■ A là da thức cùa biến X người ta viết A(x). 

■ B là đa thức của biến y ngươi ta viết B(y). 

Khi đó, giá trị của đa thức A(x) tại X = 8 được kí hiệu là A(8),... 

Thí du 1: Cho đa thúc: P(x) = X 2 - 8x + 19. 

a. Tim bậc của đa thức A(x). 

b. Tính A(4),A(-1). 

Giải 

a. Đa thức A(x) có bậc 2. 

b. Ta có: A(4) = 4 2 - 8.4 +19 = 3. 

c. Ta có: A(-l) = (-l) 2 -8.(-l)+19 = 28. 

I Chú ý: Mỗi sô' được coi là một đa thức một biến. 

2. SẮP XẾP MỘT ĐA THỨC 

Để thuận lợi cho việc tính toán đối với các da thức một biến, người ta sắp x< 
các hạng từ của chúng theo lOy thừa tăng hoặc giảm cùa biến. 

Thi du 2: Hãy sắp xếp các hạng tử của đa thức sau: P(x) = 7 + X 1 + 9x - 27x : 
Giải 

Khi sắp xếp cắc hạng từ của chúng theo: 

• Lũy thừa tàng, ta được: PCx) = 7 + 9x - 27x 2 + x\ 

* Lũy thừa giảm, ta được: P(x) = X 1 - 27x 2 + 9x + 7. 

Ì Chú Ỷ: Để sắp xếp các hạng tử cùa một đa thức, trước hết phải thu gọn đ: 
thức đó. 
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Thí du 3: Hãy sáp xếp các hạng tử cùa đa thức sau: 

Q(x) = 2 - 3x 2 + X J - 6x' + 9x + 3x' - X - 7. 

Giải 

Thu gọn đa thức bằng cách: 

Q(x) = (2 - 7) - 3x 2 + X 4 - (6x ! - 3x') + (9x - x) = - 5 - 3x 2 + X 4 - 3x' + 8x. 
Khi sắp xếp các hạng từ của chúng theo: 

■ Lũy thừa tăng, ta được: Q(x) = X 4 - 3x' - 3x 2 + 8x - 5. 

■ Lũy thừa giảm, ta được: Q(x) = -5 + 8x - 3x 2 - 3x’ + X 4 . 

Nhản xét : Mọi đa thức bậc hai cúa biến X, sau khi sắp xếp các hạng từ của 

chúng theo lũy thừa giảm của biến, đều có dạng: 
ax 2 + bx + c, với a * 0. 

Như vậy, ta có một biểu thức đại số trong đó X là biến còn a, b, c 
đại diện cho các số xác định cho trước. Để phân biệt với biến, 
người ta gọi những chữ như vậy là hằng rô'(gọi tắt là hằng). 

3. HỆSÓ 

Xét da thức: P(x) = 2x' + cx - 3 
đó là một đa thức đã thu gọn, trong dó: 

■ 2 là hệ số cùa lũy thừa bậc 3, 

■ c là hệ số của lũy thừa bậc 1, 

* -3 là hệ số cùa lũy thừa bậc 0 (còn gọi là hệ số tự do). 

Ngoài ra, vì P(x) có bậc bằng 3 nên hệ số cùa lũy thừa bậc 3 còn gọi là hệ số ca 
nhất. 

Chú v: Có thể viết đa thức P(x) đầy đủ từ lũy thừa bậc cao nhất đến lũy thừa 
bậc 0 như sau: P(x) = 2x’ + 0x 2 + cx - 3. 

Do đó, ta nói hệ số của lũy thừa bậc 2 của P(x) bằng 0. 

Thí du 4: Cho đa thức: Q(x) = 2x 5 - 3x 2 - 3 + X 4 - 2 + 6x’ + 8x - 6x’ + 5 - 2x 

a. Sắp xếp các hạng tử của Q(x) theo lũy thừa giảm của biến. 

b. Viết da thức Q(x) đầy đủ từ lũy thừa bậc cao nhất đến lũy thừa bậc 0: 

, c. Chì ra các hệ số của Q(x). 

d. Tính Q(-2), Q(l). 
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Giời 

a. Thu gọn Q(x), ta dược: 

Q(x) = (2x 5 - 2x') - 3x 2 - (3 + 2 - 5) + x 4 + (6x' - 6x') + 8x 
= -3x 2 + X 4 + 8x. 

Khi dó, Q(x) được sấp xếp theo lũy thừa giảm của biến là: Q(x) = X 4 - 3x 2 + 8x. 

b. Dạng đầỵ đủ của Q(x) là: Q(x) = X 4 - o.x' - 3x 2 + 8x + 0. 

c. Như vậy, Q(x) có: 

■ 1 là hệ số của lũy thừa bậc 4, 

■ 0 là hệ số của lũy thừa bậc 3, 

■ -3 là hệ số của lũy thừa bậc 2, 

■ 8 là hộ số cùa lũy thừa bậc 1, 

■ 0 là hệ số cùa lũy thừa bậc 0. 

d. Ta có: Q(-2) = (-2) 4 - 3(-2) 2 + 8(-2) =16-12-16 = -12. 

Q(l) = l 4 - 3.1 2 + 8.1 = 1 -3 + 8 = 6. 

II. CÁC VÍ DỊJ MINH HOẠ 

Ví du li Viết một da thúc một biến và dưa ra dạng tông quát của nó trong các 
trương hợp sau: 

a. Có hai hạng tử mà bậc cao nhất là 8 và hệ số tự do là -5. 

b. Có ba hạng tử mà hệ số cao nhất là 7 và hê sổ tự do là -2. 

Giải 

a. Đa thức một biến có hai hạng từ mà bậc cao nhất là 8 và hệ số tự do là -5. 
Chẳng hạn: X*- 5 ; 3x K - 5;... 

Vậy, dạng tổng quát của đa thúc trẽn là: m.x H - 5, với m * 0. 

b. Đa thức một biến có ba hạng tử mà hệ số cao nhất là 7 và hệ số tự do là -2. Chảng hạn: 

7x 2 + 5x - 2 ; 7x' + 8x 2 -2;... 

Vậy, dạng tổng quát cùa da thúc trên là: 

7x m + ax" - 2, với m > n > 1, a * 0 và a < 7. 

Ví du 2: Cho đa thức: Q(x) = x 1 + 2x 4 - 6x 2 + 9 - 5x’ + x' + 11. 

a. Sắp xếp các hạng tử của Q(x) theo lũy thừa giảm cùa biến. 

b. Viết đa thức Q(x) dầy đù từ lũy thừa bậc cao nhất đến lũy thừa bậc 0. 

c. Chi ra các hệ số cùa Q(x). 

d. Tính Q(-3), Q(2). 
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Giải 

a. Thu gọn Q(x), ta dược: Q(x) = (1 - 5 + l)x' + 2x 4 - 6x4 11+9. 

= - 3x' + 2x 4 - 6x 2 + 10. 

Khi đó. Q(x) dược sắp xếp theo lũy thừa giảm của biến là: 

Q(x) = 2x 4 - 3x’ - 6x 2 + 20. 

b. Dạng đầy đủ cùa Q(x) là: Ọ(x) = 2x 4 - 3x' - 6x 2 + o.x + 20. 

c. Như vậy. Q(x) có: 

■ 2 là hệ số cùa lũy thừa bậc 4. 

■ -3 là hệ số cùa lũy thừa bậc 3, 

■ -6 là hệ số cùa lũy thừa bậc 2, 

■ 0 là hệ số cùa lũy thừa bậc 1, 

■ 20 là hệ số cùa lũy thừa bậc 0. 

d. Ta có: Q(-3) = 2(-3) 4 - 3(-3)' - 6(-3) 2 + 20 = 209. 

Q(2) = 2.2 4 - 3.2- - 6.2 2 + 20 = 4. 

Ví du 3: Tính giá trị của đa thúc sau: 

a. x + X 2 + x' + X 4 + ... + X*’ tại X = -l. 

b. ax' + bx 2 + cx + d tại x = 1 (a, b. c. d là hằng số). 

Giải 

a. Thay X = -1 vào X + X 2 + x' + X 4 + ... + X*’. Ta được: 

(-l) + (-l) 2 + (-l) , + (-I) 4 + ... + (-lf = _l + 1 - 1 + ...+ 1 = 0. 

b. Thay X = 1 vào ax' + bx 2 + cx + d. Ta dược: 

ax' + bx 2 + cx + d = a. 1' + b. I 2 + c. 1 + d = a + b + c + d 

III. CÂU HỞI ỔN TẬP LÝ THUYẾT 

Cảu hỏi 1: Thế nào là da thức một biến và cho ví dụ. 

Câu hỏi 2: Có bao nhiêu cách để sáp xếp một da thức một biến. 

Câu hỏi 3: Hệ số bậc cao nhất của da thức là gì ? 

Câu hỏi 4: Hệ số tự do cùa da thức là gì ? 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Viết một đa thúc một biến và đưa ra dạng tổng quát cùa nó trong các trương 
hợp sau: 

a. Có ba hạng tử mà bậc cao nhất là 5 và hệ số tự do là 9. 

b. Có bốn hạng tử mà hệ số cao nhất là 11 và hệ số tự do là 6. 
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Bài tập 2. Cho da thức: P(x) = 4x 2 + x J - X 2 + 50 + 2x' + 6x - 2x' + 2x + 4. 

a. Sắp xếp các hạng tử của P(x) theo lũy thừa giảm cùa biến. 

b. Viết đa thức Rx) dẩy đủ từ lũy thừa bậc cao nhất đến lũy thừa bậc 0. 

c. Chi ra các hệ số cùa p(x). 

d. Tính P(-2). p(l). 

Bài tập 3. Cho da thức: Q(x) = 8 + 3x - X 2 + 9x’ - 3x - X 2 - x' - 6. 

a. Sắp xếp các hạng tử của Q(x) theo lũy thừa giảm cùa biến. 

b. Viết da thức Q(x) dầy dủ từ lũy thừa bậc cao nhất đêìí lũy thừa bậc 0. 

c. Chi ra các hệ số của Ọ(x). 

d. Tính Q(-4), Q(3). 

Bài tập 4. Cho da thức: R = - 4xy + X 2 + 2y 2 . 

a. Sáp xếp các hạng từ của R(x) theo lũy thừa giảm của biến. Chi ra các hệ sô 
cùa R(x). Tính R(-3). 

b. Sắp xếp các hạng tử của R(y) theo lũy thừa giảm cùa biến. Chi ra các hệ số 
của R(y). Tính R(2). 

Bài tập 5. Cho đa thức: p = ax 2 + 5x 4 -8x + 9 - X 2 + ax (a là hằng số). 

a. Thu gọn rồi sáp xếp các hạng từ của P(x) theo lũy thừa giảm của biến. 

b. Chí ra các hệ số cùa P(x). 

c. Tính P(-2). 

V. HƯỚN(Ỉ DẪN - ĐÁP SỐ 
Bài tập 1. 

a. Đa thức một biến có ba hạng từ mà bậc cao nhất là 5 và hệ số lự do là 9. Chảng hạn: 

x'+ X 2 + 9 ; 2x'+ 3x 4 + 9 ; ... 

Vậy. dạng tổng quát cùa đa thức trên là: ax' + bx" + 9, với a, b. n * 0 và n > 1. 

b. Đa thức một biến có bốn hạng tú mà hệ sổ cao nhất là 11 và hộ số tự do là 6. 
Chảng hạn: 1 lx x + 3x 2 - 9x + 6; I lx' - X 2 + lOx + 6;... 

Vậy, dạng tổng quát của da thức trẽn là: 

1 lx m + ax n + bx p + 6, với m >n > p > 1, a. b *0 và a. b <11. 

Bài tập 2. 

a. Thu gọn P(x), ta duợc: 

P(x) = (4 - 1 )x 2 + X 4 + (50 + 4) + (2 - 2)x' + (6 + 2)x = 3x 2 + X 4 + 54 + 8x. 
Khi dó, p(x) được sấp xếp theo lũy thừa giảm cùa biến là: 

P(x) = X 4 + 3x 2 + 8x + 54. 
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b. Dạng dầy đù của P(x) là: P(x) = X 4 + o.x' + 3x 2 + 8x + 54. 

c. Như vậy. P(x) có: 

■ I là hệ số cùa lũy thừa bậc 4, 

■ 0 là hệ số của lũy thừa bậc 3. 

• 3 là hệ số của lũy thừa bậc 2. 

■ 8 là hệ số của lũy thừa bậc 1, 

■ 54 là hệ số cùa lũy thừa bậc 0. 

d. Ta có: 

P(-2) = (-2) 4 + 3.(-2) 2 + 8.(-2) + 54 = 30. 

P(l)= 1 4 + 3.1 2 + 8.1 + 54 = 66. 

Bài tập 3. 

a. Thu gọn Q(x), ta được: 

Q(x) = (8 - 6) + (3 - 3)x - (1 + l)x 2 + (9 - l)x'= 2 - 2x 2 + 8x'. 

Khi đó, Q(x) dược sắp xếp theo lũy thừa giảm cùa biến là: Q(x) = 8x' - 2x 2 + 2. 

b. Dạng đầy đủ của Q(x) là: Q(x) = 8x' - 2x 2 + o.x + 2. 

c. Như vậy, Q(x) có: 

■ 8 là hệ số của lũy thừa bậc 3, 

■ -2 là hệ số cùa lũy thừa bậc 2, 

■ 0 là hệ số củá lũy thừa bậc 1, 

■ 2 là hệ số cùa lũy thừa bậc 0. 

d. Ta có: 

Q(-4) = 8.(-4)' - 2. (-4) 2 + 2 = -542. 

Q(3) = 8.3' - 2.3 2 + 2 = 200. 

Bải tập 4. 

a. R(x) được sắp xếp theo lũy thừa giảm cùa biến là: R(x) = X 2 - 4xy + 2y 2 . 

Như vậy, R(x) có: 

■ 1 là hệ số của lũy thừa bậc 2, 

* -4y là hệ số cùa lũy thừa bậc 1, 

■ 2y 2 là hệ số của lũy thừa bậc 0. 

Ta có ngay: R(-3) = (-3) 2 - 4.(-3).y + 2y 2 = 9 + 12y + 2y 2 . 

b. R(y) được sắp xếp theo lũy thừa giảm của biến là: R(x) = 2y 2 - 4xy + X 2 . 

Như vậy, R(y) có: 

■ 2 là hệ số của lũy thừa bậc 2, 
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■ -4x là hệ sô' của lũy thừa bậc 1, 

■ X 2 là hệ số của lũy thừa bậc 0. 

Ta có ngay: R(2) = 2.2 2 - 4x.2 + X 2 = 8 - 8x + X 2 . 

Bài tập 5. 

a. Thu gọn P(x), ta dược: 

P(x) = ax 2 - X 2 + 5x 4 -8x + ax + 9 =(a-l)x 2 + 5x 4 + (a - 8)x + 9 
Khi đó, P(x) được sắp xếp theo lũy thừa giảm của biến là: 

P(x) = 5x 4 + (a-1 )x 2 + (a - 8)x + 9. 

b. Như vậy, P(x) có: 

■ 5 là hệ sô' cùa lũy thừa bậc 4, 

■ a - 1 là hệ số cùa lũy thừa bậc 3, 

■ a - 8 là hệ sô'của lũy thừa bậc 1, 

■ 9 là hệ sô' cùa lũy thừa bậc 0. 

c. Ta có: 

P(-2) = 5(-2) 4 + (a-1X-2) 2 + (a - 8)(-2) + 9 

= 5.16+ (a-l).4 - (a - 8).2 + 9 = 101 + 2a. 
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CỘNG, TRỪ 
BA THỨC MỘT BIÊN 

I. CIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. CỘNG HAI ĐA THỨC MỘT BIẾN 

Thí du I: Cộng hai đa thức sau: P(x) = X 2 + 12x - 16 và Q(x) = X + 2x 2 . 

Giìi 

Ta có thể lựa chọn một trong hai cách trình bày sau: 

Ctcli 1: Ta có: 

P(x) + Q(x) = (x 2 + 12x - 16) + (X + 2x 2 ) 

= (x 2 + 2x 2 ) + (12x + x) - 16 = 3x 2 + 13x - 16. 

Cccli 2: Ta đặt và thực hiện phép cộng, như sau: , , . . ,, , , 

_ , ’ _*. Đặt các dơn thức đóng dạng ờ 

ị ị Ị cùng một cột 

+ P( x ) _ X 2 + 12x - 16 —*■ Viết P(x) theo lũy tliừa giám dán 

Q(x) = 2x 2 + X —► Viết Q(x) theo lũy thừa giảm dẩn 

P(x) + Q(x) = 3x 2 + 13x - 16 

Miân xét : Như vậy, để thực hiện theo cách 2 ta sắp xếp các hạng tử cùa hai 

đa thức cùng theo lũy thừa giảm (hoặc tăng) cùa biến và đặt các 
đơn thức đồng dạng ở cùng một cột, rồi thực hiện phép cộng theo 
cột dọc. 

2. TRỪ HAI ĐA THỨC MỘT BIẾN 

Thí du 2: Tính P(x)-Q(x), biết: P(x) = X 2 + 12x - 16 và Q(x) = X + 2x 2 . 

Gài 

Ta có thể lựa chọn một trong hai cách trình bày sau: 

Cíc/i 1: Ta có: P(x) - Q(x) = (x 2 + 12x - 16) - (x + 2x 2 ) = X 2 + 12x - 16 - X - 2x 2 
= (x 2 - 2x 2 ) + (12x - x) - 16 =-x 2 + llx- 16. 

Cich 2: Ta đặt và thực hiện phép trừ, như sau: 

_ 1 _ _ _ Đật các đơn thức đồng dạng ở 

[ Ị ị cùng một cột 

- P(x) = x 2 +12x-16 —► Viết p(x) theo lũy thừa giảm dán 

* _ Q(x) = 2x + X _ yj£ị Qị x ị fi teo ỊỊỊy giám dán 

P(x) - Q(x) = -X 2 + 1 lx - 16 
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Nhản xét : Như vậy, để thực hiện theo cách 2 ta sắp xếp các hạng tử cùa hai 

đa thức cùng theo lũy thừa giảm (hoặc tăng) cùa biến và đặt các 
đơn thức đổng dạng ờ cùng một cột, rồi thực hiện phép trừ theo 
cột dọc. 

II. CÁC Ví DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1: Cho hai đa thức: P(x) = x’ - 5x 2 - 2x và Q(x) = x' + x - 1. 

Hãy tính P(x) + Q(x), P(x) - Q(x), Q(x) - P(x). 

Giải 

Đẽ tính P(x) + Q(x) ta đạt: 

+ P(x) = x' - 5x 2 - 2x 
Q(x) = x' + x - 1 
P(x) + Q(x) = 2x'-5x 2 - X- 1 - 

Để tính P(x) - Q(x) ta đật: 

- P(x) = X 1 - 5x 2 - 2x 
Q(x) = x' + X - 1 

P(x) - Ọ(x) = -5x 2 -3x+l 

Để tính Q(x) - P(x) ta đặt: 

- Qíx) - x' + X - 1 
P(x) = x' - 5x 2 - 2x 

Q(x) - P(x) = 5.V + 3X-1 

Vi du 2: Oio hai đa thức: f(x) = 2x 4 + 5x’ - X + 8; 

g(x) = X 4 - X 2 + 3x + 9. 

Tìm da thức h(x) sao cho: 

a. f(x) - h(x) = g(x). 

b. h(x) - g(x) = f(x). 

Giải 

a. Ta có: f(x) - h(x) = g(x) o h(x) = f(x) - g(x) 

<=> h(x) = (2x 4 + 5x' - X + 8) - (X 4 - X 2 + 3x + 9) 

= 2x 4 + 5x' - X + 8 - X* + X 2 - 3x - 9 
= X 4 + 5x' + X 2 - 4x - 1. 

Vậy, da thúc càn tìm: h(x) = X 4 + 5x’ + X 2 - 4x - 1. 
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b. Ta có: h(x) - g(x) = f(x) o h(x) = f(x) + g(x) 

o h(x) = (2x 4 4 5x' - X 4 8) 4 (x 4 - X 2 4 3x + 9) 

= 2x 4 + 5x' - x + 8 + x 4 - X 2 + 3x + 9 
= 3x 4 + 5x’ 4 2x 4 17. 

Vậy, đa thức càn tìm: h(x) = 3x 4 4 5x' + 2x + 17. 

Ví du 3: Cho hai biếu thức sau: 

f(x) + g(x) = 2x 4 4 5x 2 - 3x: (1) 

f(x> - g(X) = X 4 - X 2 + 2x. (2) 

Tim hai đa thức f(x) và g(x) thoả mãn hai biểu thức trên. 

Giải 

Ta cộng hai vế cùa biểu thức (1) và (2), ta được: 

2f(x) = 2x 4 4 5x 2 - 3x 4 X 4 - X 2 4 2x = 3x 4 4 4x 2 - X. 

=> f(x) = (3x 4 4 4x 2 - x): 2 = ^ X 4 4 2x 2 - ^ X. 

Ta trừ hai vế cùa biêu thức (1) và (2), ta dược: 

2g(x) = 2x 4 4 5x 2 - 3x - (x 4 - X 2 4 2x) 

= 2x 4 4 5x 2 - 3x - X 4 4 X 2 - 2x = X 4 4 6x 2 - 5x 

=>g(x) = ^ x 4 4 3x 2 - |x. 

Vậy, hai da thức cần tìm là: 

F(x) = ^ X 4 4 2x 2 - ~ X và g(x) - J X 4 4 3x 2 - J X. 

III. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Cho hai da thức: P(x) = 5x' - I3x 4 10 và Q(x) = X 2 4 6x - 1. 

Hãy tính P(x) 4 Q(x), P(x) - Q(x), Q(x) - P(x). 

Bài tập 2. Cho hai da thức: P(x) = 8x' - X 4 2 và Q(x) = X 2 4 6x - 3. 

Hãy tính P(x) 4 Q(x), P(x) - Q(x), Q{x) - P(x). 

Bàl tập 3. Cho hai đa thức: 

f(x) = 3x 4 - 6x’ - 2x 4 7; 
g(x) = 2x 4 4 3x 2 - X - 5. 

Tìm da thức h(x) sao cho: 

a. f(x) - h(x) = g(x). b. h(x) - g(x)*= f(x). 
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(1) 

( 2 ) 


Bài tập 4. Cho hai biểu thức sau: 

2f(x) + g(x) = x’ + 6x 2 + 3x 4 ; 
f(x) - g(x) = 2x' - X 2 + 3x 4 . 

Tìm hai đa thức f(x) và g(x) thoả mãn hai biểu thức trên. 

Bài tập 5. Cho hai đa thức sau: 

f(x) = a J1 x" + a|X n ”‘ + a 2 x n ~ 2 + ... + a„_|X + a„: 
g(x) = b„x" + b,x n_l + biX 0 ' 2 + ... + b n -,x + b„: 

a. Tính f(x) + g(x). 

b. Tính f(x) - g(x). 

Bài tập 6. Tính f(x)-g(x) + h(x) biết: 

f(x) = X 5 - 2x' + X + 3; 
g(x) = 2x 4 - 3x 2 - X + 1; 
h(x) = 2x 4 - 1. 

IV. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 

Bài tập 1. Ta được: 

P(x) + Q(x) = 5x’ + X 2 - 7x + 9. 

P(x) - Q(x) = 5x' - X 2 - 19x + 11. 

Q(x) - P(x) = -5x’ + X 2 + 19x - 11. 

Bài tập 2. Ta được: 

P(x) + Q(x) = 8X 1 + X 2 + 5x - 1. 

P(x) - Q(x) = 8x' - X 2 - 7x + 5. 

Q(x) - Pịx) = -8x' + X 2 + 7x - 5. 

Bài tập 3. 

a. Ta có: f(x) - h(x) = g(x) o h(x) = f(x) - g(x) 

o h(x) = (3x 4 - 6x' - 2x + 7) - (2x 4 + 3x 2 - X - 5) 

= 3x 4 - óx 1 - 2x + 7 - 2x 4 - 3x 2 + X + 5 = x 4 - 6x 2 - 3x 2 - X + 12. 
Vậy, đa thúc càn tìm: h(x) = X 4 - 6x' - 3x 2 - X + 12. 

b. Ta có: h(x) - g(x) = f(x) o h(x) = f(x) + g(x) 

o h(x) = (3x 4 - 6x* - 2x + 7) + (2x 4 + 3x 2 - X - 5) 

= 3x 4 - 6x’ - 2x + 7 + 2x 4 + 3x 2 - X - 5 
= 5x 4 - 6x’ + 3x 2 - 3x + 2. 

Vậy, đa thúc càn tìm: h(x) = 5x 4 - 6x’ + 3x 2 - 3x + 2. 
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Bài tập 4. Ta cộng hai vế của biêu thức (i) và (2), ta dược: 

3f(x) = x' + 6x 2 + 3x’ + 2x' - X 2 + 3x 4 = 3x’ + 5x 2 + 6x 4 . 

=> p = (3x' + 5x 2 + 6x 4 ) : 3 = x' + ^ x 2 + 2x 4 . 

Ta có: (2) <=> 2(f(x) - g(x)) = 2(2x' - x 2 + 3x 4 ) 

<=> 2f(x) - 2g(x) = 4x' - 2x 2 + 6x 4 (3) 

Ta trừ hai vế của biểu thức (1) và (3). ta được: 

3g(x) = x’ + 6x 2 + 3x' - (4x' - 2x 2 + 6x 4 ) 

= - 3x' + 8x 2 - 3x 4 . 



Bài tập 5. 

a. Đê’tính f(x) + g(x) ta đạt: 

+ f(x) = a„x n + a,x"~' + a 2 x"~ 2 + ... + a n _|X + a n 

g(x = b„x" + b,x n_ ' + b 2 x"” 2 + ... + b„_,x + b„ 

f(x) + g(x) = (a,, + b,)x + (a, + b,)x"' 1 +... + (a^i + b^x + a,, + b|, 

b. Để tính f(x) + g(x) ta đặt: 

- f(x) = a^x" + a,x n_l + a 2 x "~ 2 + ... + a„-|X + a„ 

g(x = b„x n + b|X n ~' + b 2 x n ~ 2 + ... + b„-,x + b n 

f(x) - g(x) = Cao - h,)x + (a, - b,)x ' r ' 1 +... + (a„_, - b n _, )x+a,, - bt, 
Bài tập 6. Ta được: 

f(x) - g(x) = X 5 - 2x 4 - 2x' + 3x 2 + 2x + 4 
f(x) - g(x) + h(x) = X 5 - 2x J + 3x 2 + 2x + 3. 
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NGHIỆM CỦA HA THỨC 
MỘT BIẾN 

I. KIẾN THỨC CO BẢN 
1. NGHIỆM CỦA ĐA THỨC MỘT BIẾN 
Thí du I: Xét đa thức: P(x) = X 2 - 4x + 3. 

Ta có: P(0) = 3. 

P(3) = 3 2 - 4.3 + 3 = 9 - 12 + 3 = 0. 

Khi đó. ta nói 3 (hoặc X = 3) là một nghiệm của da thức P(x). 

Như vậy. ta có thê định nghĩa: 

Nếu tại X = a, đa thức P(x) có giá trị bằng 0 tlù ta nói a (hoặc X = a) ỉủ một 
nghiệm cùa đa thức đó. 

Thí du 2: Cho đa thức: Q(x) = X 1 - 9x. 

Kiêm nghiệm rằng đa thức Q(x) có ba nghiệm X = -3, X = 0, x = 3. 

Giải 

Ta có: Q(-3) = (-3)'- 9(-3) = -27 + 27 = 0 

=> X = -3 là một nghiệm của da thức Q(x). 

Q(0) = 0-0 = 0^x = 01ằ một nghiệm cùa đa thức Q(x). 

0(3) = 3’-9.3 = 27-27 = 0 
=> X = 3 là một nghiệm của da thức Q(x). 

Chú ý: 1. Một đa thức (khác da thúc 0) có thể có 1 nghiệm, 2 nghiệm,... 
hoặc không có nghiệm (gọi là vô nghiệm). 

2. Người ta chứng minh dược rằng " Một đa thức (khác đa thức 0) có 
sỏ' nghiệm không vượt quá bậc của nó ". Chảng hạn, đa thức bậc 
nhất chỉ có 1 nghiệm, đa thức bậc hai có không quá hai nghiêm,... 

Thi du 3: Chứng tò ràng da thức sau vô nghiệm: R(y) = y 2 + 2. 

Giải 

Nhận xét ràng: R(y) = y J + 2>0 + 2>0=> R(y) vô nghiêm. 

Nhản xét : Với yêu cáu "Tìm nghiệm của đa thức Q'\ chúng ta cẩn di thực 

I hiện Q = 0. 
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Thí du 4: Tìm nghiệm của đa ihức P(x) = 2x + 3. 

Giói 

Nghiệm cùa đa thức P(x) thỏa mãn: 

P(x) = Oo2x + 3 = Oo2x = -3ox = -|. 

Vậy, x = “ 2 n ghiệm cùa đa thức P(x). 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1: Chứng tỏ ràng nếu a + b + c = 0 thì X = 1 là nghiệm cùa đa thức 
f(x) = ax 2 + bx + c. 

Ngoài ra nếu a * 0 thì X = - cũng là nghiệm cùa đa thức f(x). 

Giải 

Ta có: f(l) = a.l 2 + b.l +c=a+b+c=0 
<=> X = 1 là nghiêm cùa đa thức f(x). 

Với a * 0, ta có: 

f( - ) = a. í-ì + b. - + c= — + — + c= -(c + b + a) = 0 

a \àj a a a a 

c , 

<=> X = - là nghiệm của đa thức f(x). 
a 

Nhản xét : áp dụng kết quả trên, ta có thể tìm dược nghiệm của các da thức 

f(x) = ax 2 + bx + c có a + b + c = 0. Ví dụ sau sẽ minh họa điéu 
này. 

Ví du 2: Tim các nghiệm của đa thức f(x) = 3x 2 - 7x + 4. 

Giải 

^ . ' 4 

Ta có 3-7 + 4 = 0, do dó đa thức f(x) có các nghiệm x = l X = -ị. 

Ví du 3: Tim mối liên hê của a, b, c, d để X = 1 là nghiệm của đa thức 

f(x) = ax' + bx 2 + cx + d. 

Giải 

Để X = 1 là nghiệm cùa da thức f(x) điểu kiện là: 
f(l) = 0oa.r + b.l 2 + c.l+d = 0«a + b + c + d = 0. 

Vậy, với a + b + c + d = 0 thì f(x) nhận X = 1 làm nghiệm. 
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Vế du 4: Chứng tỏ rằng đa thức X 2 + 2x + 3 không có nghiệm. 

Giải 

Ta có: X 2 + 2x + 3 = (x + l) 2 + 2 > 0 + 2 > 2. 

Dó đó. đa thức X 2 + 2x + 3 không có nghiêm. 

III. CÂU HỒI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Khi nào thì X = a là nghiệm cùa đa thức P(x). 

Câu hỏi 2: Một đa thức có bậc k có nhiều nhất bao nhiêu nghiệm ? 

Câu hỏi 3: Tìm số mà: 

a. Bình phương cùa nó bằng chính nó. 

b. Lập phương của nó bằng chính nó. 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Cho đa thức: Q(x) = X 2 - 8x + 7. 

Kiểm nghiệm rẳng đa thức Q(x) có ba nghiệm X = 1, X = 7. 

Bài tập 2. Tìm nghiêm cùa các đa thức: 

a. X + 8. b. 3x - 7. 

Bài tập 3. Tìm nghiêm của các đa thức: 

a. (x-2)(2x + 8). b. (3x - 9)(2x + 5). 

Bài tập 4. Tìm nghiệm cùa các đa thức: 

a. (x- 3)(x 2 + 1). b. (x 2 + 2)(x 2 - 3). 

Bài tập 5. Chứng tỏ rầng nếu a - b + c = 0 thì X = ~1 là nghiêm của đa thức 
f(x) = ax 2 + bx + c. 

Ngoài ra nếu a * 0 thì X = -- cũng là nghiệm cùa da thúc f(x). 
a 

Bài tập 6. Tìm các nghiệm cùa các da thức: 

a. f(x) = X 2 - 4x + 3. b. g(x) = 2x 2 - 5x + 3. 

Bài tập 7. Tìm các nghiệm cùa các đa thức: 

a. f(x) = X 2 + 4x + 3. b. g(x) = 6x 2 - 5x - 11. 

Bài tập 8. Tìm một nghiệm cùa các đa thức: 

a. f(x) = x' + 2x 2 - 8x + 5. b. g(x) = x'- 2x 2 + 1. 

Bài tập 9. Tìm môi liên hệ cùa a, b, c. d dể X = -1 là nghiêm cùa đa thức 
f(x) = ax 1 + bx 2 + cx + d. 
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Bài tập 10. Chứng tỏ rằng các đa thức sau không có nghiệm. 

a. X 2 + 1. c. X 2 + X + 1. 

b. x 2 -4x + 5. d. X 2 — X + 1. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 

Bài tập 1. Ta có: Q(l) = l 2 - 8.1 + 7 = 1-8 + 7 = 0 

=> X = 1 là một nghiệm của da thức Q(x). 

Q(7) = 7 2 - 8.7 + 7 = 49 - 56 + 7 = 0 
=> X = 7 là một nghiệm của da thức Q(x). 

Bài tập 2. 

a. Nghiệm của đa thức X + 8 thỏa mãn: x + 8 = 0<=>x = -8. 

Vậy, x = -8 là nghiôm của đa thức X + 8. 

b. Nghiệm của da thức 3x - 7 thỏa mãn: 3x-7 = 0«3x = 7«x=^. 

Vậy, X = ^ là nghiệm của đa thức 3x - 7. 

Bài tập 3. 

a. Nghiệm của đa thức (x-2)(2x + 8) thòa mãn: 

(x-2)(2x + 8) = 0<=>x-2 = 0hoậc2x + 8 = 0<=>x = 2 hoặc X = -4. 
Vậy, X = 2 hoặc X = —4 là nghiệm cùa đa thức (x-2)(2x + 8). 

b. Nghiệm của đa thức (3x - 9)(2x + 5) thỏa mãn: 

(3x-9X2x + 5) = 0o 3x-9 = 0hoặc2x + 5 = 0 ox = 3hoậcx = -^. 

Vậy, x = 3ox = -^ là nghiệm của da thức (3x - 9)(2x + 5). 

Bài tập 4. 

a. Nghiệm cùa đa thức (x- 3)(x 2 + 1) thỏa mãn: 

(x- 3)(x 2 + l) = 0ox-3 = 0 hoặc X 2 + 1 = 0 (vô nghiệm) « X = 3. 
Vậy, X = 3 là nghiệm cùa đa thức (x- 3)(x 2 + 1). 

b. Nghiệm của da thức (x 2 + 2)(x 2 - 3) thỏa mãn: 

(x 2 + 2)(x 2 - 3) = 0 <=> X 2 + 2 = 0 (vô nghiệm) hoặc X 2 - 3 = 0 
ox 2 = 3ox = ±\/3. 

Vậy, X = ±\Ỉ3 là nghiệm cùa đa thữc (x 2 + 2)(x 2 - 3). 
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Bài tập5. Tacó: f(-l) = a.(-l) 2 + b.(-l) + c = a - b + c = < 
o X = -1 là nghiệm cùa da thức f(x). 

Với a * 0, ta có: 

2 . ( o c 2 a bc c 
+ b. - - + c = —- - — + c = - 


f(—7 ) = a. ( 


<=> X = - - là nghiệm của đa thức f(x). 

Với a * 0, ta có: 

f(-- ) = a. Í--Ì +b. f--1 +c= — + — +c= - ( 

a l V. -a) a a a 

c 

o X = - - là nghiệm cùa da thức f(x). 

Bài tập 6. 

a. X = 1, x = 3. 3 


Bài tập 7. 

a. X = -1, X = -3. 


Bài tập 8. 

a. X = 1. b. X = 1. 

Bài tập 9. 

a. Ta có: X 2 + l > 0 + 1 > 1. 

Dó dó. da thức X 2 + 1 không có nghiệm. 

b. Ta có: X 2 - 4x + 5 = (x - 2) 2 + 1 > 0 + 1 > 1. 

Dó dó, da thức X 2 - 4x + 5 không có nghiệm. 

13 3 3 

c. Ta có: X 2 + X + 1 = (x + X ) 2 + . ^ 0 + 7 > -7 . 

2 4 4 4 

Dó đó, đa thức X 2 + X + 1 khóng có nghiệm. 

d. Ta có: X 2 - X + I = (x - - ) 2 + 4 > 0 + 7 > - . 

2 4 4 4 

Dó dó, đa thức X 2 - X + 1 không có nghiệm. 


(c - b + a) = 0 


- b + a) = 0 


n 
6 ' 
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CHƯƠNG I - QUAN HỆ GIỬA CÁC YỂU TỐ TRONG TAM GIÁC 
CÁC ĐƯỜNG ĐỔNG QUY CỦA TAM GIÁC 

Trong chương này, chúng ta sẽ thu nhận dược kiến thức về: 

1. Quan hệ giữa gốc và cạnh dối diện trong một tam giác 

2. Quan hệ giữa dường vuông gốc và đường xiên, dường xiên và hỉnh chiếu 

3. Quan hệ giữa ba cạnh cùa một tam giác - Bất dẳng thức tam giác 

4. Tính chất ha dường trang tuyến của tam giác 

5. Tính chất tia phân giác của một góc 

6. Tinh chất ba đường phân gỉác của tam giác 

7. Tính chất dưừng trang trực của một doạn thẳng 

8. Tính chất ba dường trang trực cùa tam giác 

9. Tính chất ba dưòng cao của tam giác 
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QI X\ 1IỆ GIỮA GÓC VÀ Í ẠA1I 
tMM IMIŨV TRONG MỘTTAMGIẢC 


I. KIẾN THỨC CO BẢN 


Chúng ta dã biết tới khái niệm của tam giác càn, ờ dó với AABC cân tại A ta có: 
AB = AC <=> B = c . 


Một câu hỏi được dật ra tại đây là: "Nếu AB > AC thì B > c hay B < c " 
và để trả lời câu hỏi này chúng ta cùng nhau thực hiện thí dụ sau: 

Thí du 1: Cho AABC có AB > AC. Hãy so sánh hai góc B và c . 

Giải 

Trẽn cạnh AB lấy điểm D sao cho AD = AC, do AB > AC nên D nằm giữa 
A và B. 

Trong AACD, ta có: AC = AD <=> C| = D| 

Nhận xét ràng: 

C = C|+C2>C,. (1) 

Di = B + C 2 >B. (2) 

Thay (1), (2) vào (*), ta được c > B. 



Nhản xét : Ị 


2 . 


Trong AABC, góc B đói diện với cạnh AC, còn góc c đối 
diện với cạnh AB, điểu này có nghĩa là " Đối diện với cạnli 
lớn hơn là góc lớn hơn 


Ta có thể chứng minh c > B bằng cách khác, như sau: 
Kẻ tia phân giác AE của góc Â A 

(E e BC). 

Xét hai tam giác AACE và 
AADE, ta có: 

AC = AD, giả thiết c E 

Â 2 = Â„ vì AE là phân giác góc Â 
AE chung 

suy ra: AACE = AADE 



=> c = Di > B, vì Di là góc ngoài. 


Từ dó, ta nhận dược kết quả: 

I Trong một tam giác, góc đổi diệ n với cạnh lận hơn là góc lớn hơn. 
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Như vậy, với AABC' ta có: 

c 

AB > BC > AC => c >Ả> B. (1) 


A B 

Thí du 2: So sánh các góc của AABC, biết AB = 6cm, BC = 9cm, AC = 8cm. 
Giải 



Ta nhận tháy rằng: AB < AC < BC => c < B < Â. 

I Chú Ý: Một câu hói dược đật ra rất tự nhién là: 

" Chiếu ngược lợi cùa (!) thì sao ? " 
và dể trá lời câu hỏi này chúng ta cùng nhau thục hiện thí dụ sau: 

Thí du 3: Cho AABC có B > c. Chứng minh rằng AB < AC. 

Giải 


Già sử trái lại, ta có AB > AC. 

Khi dó, nhàn thây ràng: 

• Ncu AB = ACthì c = B.mâuthuản. 

■ Nếu AB > AC thì c > B. mâu thuần. 

Vậy. ta luôn có AB < AC. 

Nhàn xót : ỉ)c thực hiện thí dụ trên chúng ta dã sìr dụng phương pháp chứng 

minh phán chứng và ở dó chúng ta đã tận dụng dược hai định lí đã 
biết vẻ góc. 

Vậy. ta nhạn dược kết quả: 

Trong một tam giác, cạnh đóì diện với góc lớn lum là cạnh lớn lum. 

Như vậy, với AABC có: 

AB > BC > AC o c > Ả > B 

A B 



Nhân xét : 1. Trong tam giác tù (hoặc tam giác vuống), góc tù (hoặc góc 

vuông) là góc lớn nhất nén cạnh dối diện với góc tù (hoậc góc 
vuông - cạnh huyén) là cạnh lớn nhất. 

2. Trong tam giác dối diện với cạnh nhỏ nhất là góc nhọn. 
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Thi du 4: So sánh các cạnh của AABC, biết Â = 100", B = 40". 

Giãi 

Ta có: c = 180 " - Â - B = 180' - 100" - 40" = 40" 

Khi dó, nhận thày ràng: B = c < Ả <=> AC = AB < BC. 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1: So sánh các góc cùa AABC, biết AB = 6cm, BC = 4cm, AC = 8cm. 

Giải 

Ta nhận thấy rằng: BC < AB < AC o A < c < B . 

Ví du 2: Cho AABC có Â = 80". B = 40". 

a. So sánh các cạnh cùa AABC. 

b. Trên tia dối cùa lia AB lây diêm D sao cho AD = AC. Trên tia dởi của tia 
BA lấy diêm E sao cho BE = BC. So sánh độ dài các đoạn CD, CB, CE. 

Giải 


a. Trong AABC, ta có: c = 18Ơ' - Â - B = 180" - 80" - 40" = 60". 

Khi đó, nhận thấy rằng: A > c > B oBC> AB > AC. 

b. Trong ABCD, ta có: 

D = ị BÂC = 40" = ABC ofD = C&yS / 

Trong ABCE, ta có: DA BE 

ẼBC = 180" - ABC = 180" - 40" - 120° là góc tù => CE > CB. 
vạy, ta dược CD = CB < CE. 

Ví du 3: Cho AABC vuông tại A. Lấy điểm D trên cạnh AC. So sánh độ dài của 
ĩỉCvàBD. B k 


Trong AABD, ta có: \ \ 

D2 = A + ABD => D2 là góc tù. ÌỊl— 

~ A D c 

Trong ABCD có Ô2 là góc lù nôn: BC > BD. 

Ví du 4: Chứng minh rằng trong tam giác vuông, trung tuyến ứng với cạnh 
huyổn bàng một nửa cạnh huyền. 
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Giải 


Giả sử trái lại, tức là AD * ị BC. 

2 

■ Nếu AD > ^ BC, suy ra: 

AD > BD <=> B > Ẩ 2 : AD > CD <=> c > Ẩ ,, 
=>B + C>A 2 +A|<=>90°>A, mâu thuẫn. 

■ Nếu AD< ~ BC.suyra: 

AD < BD <=> B < A 2 ; AD < CD o c < A |, 
=>B + C<Aj+A l o 90" < A , mâu thuần. 
Vậy, ta luôn có AD= i ĐC. 



Ví du 5: Cho AABC có AB < AC. 

a. Gọi M là trung điểm của BC. So sánh BAM và CAM . 


b. Tia phân giác cùa góc A cắt BC tại D. So sánh độ dài của BD và CD. 
Giời 


a. Trên tia AM lấy điểm K sao cho AM = KM. 
Xét hai tam giác AAMC và AKMB, ta có: 
AM = KM 
Mi = M 2 vì dối đinh 
CM = BM, vì M là trung điểm BC 
do đó AAMC » AKMB suy ra: 

CÃM = BKM. 

BK = AC > AB. 



b. 


Khi dó, trong AABK vì: BK > AB o BAK > 
Lắy điểm E trên AC sao cho AE = AB. 

Xét hai tam giác AABD và AAED, ta có: 

AB = ÀẾ 

Aj = A I, vì AD là phân giác 
AD chung 

do đó AABD = AAED suy ra: 
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BI) = DE. 


B| = Ê| o §2 = Ẽ2 (1) 

Mặt khác, ta lại có: 

§2 > c, vì §2 là góc ngoài của AABC. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra: Ẽ 2 > c 

Khi đó. trong ACDE vì: Ê 2 > c <=> CD > DE C} CD > BD. 

I Nhán xét : Qua ví dụ trên chúng ta có thể đánh giá được vị trí của các tia AB, 

AD, AM đó là " Tia AD nằm giữa hai tia AB và AM ". 

III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Càu hói 1: Chứng minh rằng "Trong một tam giác, góc đối diện với cạnh lớn hơn là 
góc lớn hơn". 

Câu hói 2: Chứng minh rằng "Trong một tam giác, cạnh dôi diện với góc lớn hơn là 
cạnh lớn hơn". 

Câu hòi 3: Tại sao trong một tam giác đối diện với góc tù (hoâc góc vuõng) là 
cạnh lớn nhất ? 

Câu hỏi 4: Trong tam giác dối diện với cạnh nhỏ nhất là góc gì ? 

Câu hỏi 5: Sử dụng dịnh lí Pi-ta -go chứng minh ràng trong tam giác vuông 
cạnh huyền có dộ dái lớn nhất. 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài lập 1. So sánh các góc của AABC, biết: 

a. AB = 3cm, BC = 4cm, AC = 5cm. 

b. AB = 8cm. BC = 6cm, AC = 4cm. 

c. AB= 1 lcm, BC = 4cm, AC = 8cm. 

d. AB = AC = 1 lcm, BC = 15cm. 

Bài lập 2. So sánh các cạnh của AABC, biết: 
a. B = 90", C = 45". 

b. c = 80", Ẩ = 20". 

Bài tập 3. Cho AABC có Ẩ = 85". B = 40". 
a. So sánh các cạnh cùa AABC. 

b. Trẽn tia đối của tia AB lấy diêm D sao cho AD = AC. Trên tia dối cùa tia 
BA lấy diêm E sao cho BE = BC. So sánh độ dài các doạn CD, CB, CE. 
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Bài tập 4. Cho AABC có Â = 45", B = 95". 

a. So sánh các cạnh của AABC. 

b. Trên tia đối cùa tia AB lấy điểm D sao cho AD = AC. Trên tia dôi cùa tia 
BA lấy điểm E sao cho BE = BC. So sánh độ dài các đoạn CD, CB, CE. 

Bài tập 5. Cho AABC có góc B tù. Lây diêm D trên cạnh BC. Chứng minh rằng 
AB < AD < AC. 

Bài tập 6. 

a. Chứng minh ràng trong một tam giác vuông có một góc bằng 30" thì cạnh góc 
vuông dối diện với góc 30’ bằng một phấn hai cạnh huyền. 

b. Áp dụng: Cho AABC có Â = 60", các góc B, c đều nhọn. Gọi M, N theo 
thứ tự là trung điểm của AC, AB . Ké các dường cao BH, CK. Xác định dạng 
của các tam giác AAIIN, AAKM. 

Bài tập 7. Cho AABC vuông tại B. Tia phủn giác cùa góc A cát BC tại D. So sánh 
độ dài của BD và CD. 

Bài tập 8. Cho AABC. Tia phân giác của góc B cắt AC tại D. So sánh độ dài của 
AB và BC, biết rằng góc BDC tù. 

Bài tập 9. Cho AABC có BC = a, AC = b và các chiều cao tương ứng với hai cạnh 
dó theo thứ tự bằng h„, h h . 

a. Tìm tam giác có h a = a, h h = b. 

b. Có thể khảng định được h|, < a không ? 

c. Có nhận xét gì vé quan hệ độ dài giữa h., và b, giữa h,, và a ? 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 

Bài tập 1. 

a. Vì AB<BC< ACnên c < Ẩ <B. 

b. Vì AB> BC> AC = 4cm nên c > Ẩ > ố. 

c. Vì BC < AC < AB nên Ẩ < B < c. 

d. Vì AB = AC < BC nên c = B < Â . 

Bài tập 2. 

a. Ta có: Ầ = 180" - B - c = 180" - 90" - 45" = 45". 

Khi dó, nhận thấy rằng: A = c < § o BC = AB < AC. 

b. Ta có: B = 180" - Â - c = 180" - 20" - 80" = 100". 

Khi đó, nhận thấy rằng: A <C<B 0 BC<AB< AC. 
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Bài tọp 3. 

a. Ta có: c = 180" - Â B = 180" - 85" - 40" = 55". 

Khi đó, nhận thày rằng: B < c < A <=> AC < AB < BC. 

b. Học sinh tự làm. 

Bài tạp 4. 

a. Ta cỗ: c = 180" - Ã B = 180" - 45" - 95" = 40". 

Khi đó. nhặn thấy rang: c < Â < B o AB< BC < AC. 

b. Học sinh tự lùm. 

Bài tập 5. Ta lần lượt xét: 

■ Trong AABDcógóc B tù. do dó: 

B| < B o AB < AD. 

■ Trong AAIX', ta có : 

6: > B.vì Dị là góc ngoài AABD 
B >c , vì AABC, có góc B tù 
c < B_’ c> AD < • AC. 
l ừ (1). (2) suy ra AB < AI) < AC, dpcm. 

Bài tập 6. 

a. Cìiá sử AABC vuông tại A có c = 30". ta cần di chứng minh AB = _ BC. l a có 

thè lụa chọn một trong hai cách sau: 

Cách I: Trèn BC láy điếm M sao cho AB = MB 
=> AABM là tam giác cân 
-■-> AABM là tam giác (lều vì có B = 60" 
c> AB = BM = MA. 

Trong AMAC. ta có: 

Â , = 90" - 60" = 30’ = C| c> AMAC cân tại M <r> MA = MC. 

Khi dó: BC = BM + CM = AB + AB AB = - BC. dpcm. 

Cách 2: Trên tia dôi cùa tia AB lấy (liếm D sao cho AB = AD. 

Nhạn xét răng ABCI) có dường cao CA cíing là dường trung tuyến nên: 

ABCD là tam giác cân ---> ABCD là tam giác déu vì có B = 60" 

Khi dó: BC = BD = 2AB <-> AB = * BC. dpcm. 
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b. Đề nghị học sinh tự vẽ hình. 

Ta lần lượt xét: 

■ Trong AHAB vuông tại H, ta có: 

Ẩ = 60° <=> ÃBH = 30" o AH = ị AB = AN. 

2 

Vậy, tam giác AAHN là tam giác đều vì nó là tam giác cân có góc A = 6Ơ’. 

■ Trong AKAC vuông tại K. ta có: 

Â =6Ơ’<^ ÃCĨC = 30" o AK = -Ị-AC = AM. 

2 

Vậy, tam giác AAKM là tam giác đéu vì nó là tam giác cân có góc A = 60". 

Nhản xét : Qua bài tập trên, chúng ta thu nhận dược một kết quá: 

" Trong một tam giác vuông có một góc bằng ỉơ' thì cạnh 
đối diện với góc 3Ơ' bâng bằng nửa cạnh huyền và ngược 
lại". 

Bài tập 7. Lấy điểm E trên AC sao cho AE = AB. 

Xét hai tam giác AABD và AAED, ta có: A 

AB = AE 

A 2 = A |, vì AD là phán giác 
AD chung 

do dó AABD = AAED suy ra: B D c 

BD = DE. 

Ê , = B = 90" => Ê 2 = 90". 

Khi đó, trong ACDE vì: Ê 2 = 90° => CD >DEo CD > BD. 

Bài tập 8. Để so sánh dộ dài của AB và BC, ta cần di so sánh hai góc c và A . 
Theo giả thiết góc BDC tù, tức là: D| > 90" <=> 2 D| >180". 

Trong AABD, ta có: D| = Ẩ + ồ 2 (1) 

Trong ABCD, ta có: D| + §1 + c = 180". (2) 

Cộng theo vế (1) và (2), ra được: 

~ ~ ~ 1 A D c 

2 D| + B| + c = A + B2 + 180" 

<=> Â - c = 2 D| - 18Ơ’ > 0 o Ấ > c o BC > AB. 

Ị Yêu cầu: Các em học sinh hãy thục hiện bài tập trên bàng một cách khác. 
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(Ịl\\ III GIŨA *H'ÒV. 

U ÔM. GÓC VÀ m'Ò\G XIÊM. 
mÒM. XIÊN VÀ IIÌMI ClllẾl 

I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. KHÁI NIỆM ĐƯỜNG VUÔNG GÓC, ĐƯỜNG XIÊN, HÌNH CHIÊU CỦA 
ĐƯỜNG XIÊN 

Chúng ta bắt đầu bằng việc, từ điếm A ở ngoài đường thẳng d, kẻ đường thảng 
vuông góc với d tại H. Trên d lấy diếm B bất kì (B * H). Khi đó: 

■ Đoạn thẳng AH gọi là doợn vuông góc hay 
dường vuông góc kẻ từ diêm A dến đường thẳng 
d. Điểm H dược gọi là cliủn đường vuông góc 
hay lùnh chiêu của A trên đường thảng d. 

■ Đoạn thảng AB gọi là một dường xiên kẻ từ 
điểm A dến dường thảng d. 

■ Đoạn thảng HB gọi là hình chiếu của đường xiẻn AB trên dường thẳng d. 

Nhân xét : 1. Chúng ta dã biết ràng "Qua diểm A nằm ngoài đường thẳng d 

kê dược duy nhất một dường thẳng vuông góc với lĩ', do đó, 
qua A kẻ dược duy nhất một dường vuỏng góc tới d. 

2. Vì với mỗi diểm B (B * H) thuộc d, ta nhận dược một đường 
xiên, do đó qua A có vô số đường xiên tới d. 

2. QUAN IIỆ GIỮA DƯỜNG VUÔNG GÓC VÀ ĐƯỜNG XIÈN 

Trong phán này, chúng ta đi thiết lập mối quan hệ về độ dài giữa dường vuông 
góc và dường xiên. 

Nhìn vào hình vẽ, bàng trực quan chúng ta thấy ngay 
AH < AB, và đê chứng minh điều này bàng ngốn 
ngữ toán học chúng ta có thể lựa chọn một trong hai 
cách sau: 

Cách 1: Sử dụng quan hệ giữa góc và cạnh đối diện trong một tam giác 
Trong AHAB vuông tại H, ta có: § < H = 90" «> AH < AB, đpcm. 
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Cách 2: Sừ dụng dinh lí Pi-ta-go 
Trong AHAB vuông tại H. ta có: 

AB 2 = AH 2 + BH 2 > AH-’ AB > AM. dpcm. 

Như vậy. ta có kết quả: 

Trong các dường xiên và đường vuông g(')C kè từ một điểm ờ ngoài một dường thung 
đến dường thẳng dó, âưỉtng vuông góc lả dưìtng ngắn nhất. 

Chú ý: Độ dài dường vuông góc AH gọi là klioàng cách tửdiém A dim dường 
thảng d. 

Thí du 1: Cho AABC có AB = AC = 5cm. BC = 8cm. Tính khoáng cách từ A 
dến BC. 

Giòi 

Gọi H là hình chiếu của A lên BC, khi dó AM chính 
là khoảng cách từ A dến BC. 

Trong AHAB uiổng tại 11. ta có: BI 1 = - BC' = 4cm, vì AAB(’ càn tại A 

AH-’ = AB’ - BIT’ = 5-’ - 4- = 25 - 16 = 9 <=> AH = 3cm. 

Vạy, khoảng cách từ A đến BC hàng 3cm. 

Nhàn xct : Như vậy. chúng ta dã thiết lẠp được mòi quan họ vồ dộ dãi giữa 

dường vuông góc và dường xiên, và ‘một câu hỏi lại tiếp tục dược 
dặt ra là "Môi quan hệ giữa hai dường xiên với nltau thì sao'.'". 
Như trong thí dụ trên thì : 

AB = AC - Hai dường xiên hằng nhau 
o HB = HC - Hai hình chiếu hằng nhau 
Câu hỏi này sẽ dược trà lời trong muc sau. 

3. CÁC ĐƯỜNG XIÊN VÀ CÁC HÌNH CHIÊU CÙA CHỦNG 
~ t _ A 

Thí du 2: Cho hình vẽ, hãy chứng tỏ rằng: 

a. Nếu HB < HC thì AB < AC và ngược lại, nếu 
AB < AC thì HB < 11C. 

b. Nếu HB = IIC thì AB = AC và ngược lại, nếu 
AB = AC thì HB = HC. 
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Giai 


Trong các tam giác AHAB vuông tại H và MIAC' vuông tại I i, ta có: 

HB 2 = AB - AH-’ : Hư = AƯ - AM’. 

a. Vứi giả thiết: 

HB < HC « HB 2 < Hư o AB 2 - AH 2 < AƯ - AH’ 
o AB < AƯ o AB < AC, dpcm. 

b. Với già thiết: 

HB = HC o HB-’ = Hư c> AB' - AH' = A( ' AI I’ 

<=> AB 2 = Aư <=> AB = AC, dpcm. 

Chú ý: Ta cũng có thể chứng minh dược " Nen ỈIB < fỉC thì AB < AC " hàng 
việc sứ dụng mỏi quan hệ góc với cạnh dôi diện trong tam giác. Thật 
vậy: 

Lấy điểm D trẽn HC sao cho 1 ỈB = HD, suv ra 
AABD cân tại A Ci> AB = AI). 

Trong AAHD. ta có: 

D 2 = H + HAD => D 2 là góc tù. 

Trong AACD có 62 là góc tù nên: AC > AD « AC > AB. 
Nhtr vậy, ta có kết quà: 

Trong hai (tường xiên ké từ mội điểm ở ngoài một đưòtng thẳng đến (tường thang (1Ó: 

a. Đường xiên nào có hình chiến lởn lum thì lớn lum. 

b. Dường xiên nào lớn lum thì có hình chiểu lớn lum. 

c. Nếu liai đưỉmg.xièn bằng nhau thì hai hình chiếu tking nhau, và ngiạrc lại, nêu luii hình 
chiểu táng nhau thì hai dường.viên bằng nhau. 

Thi du 3: Cho AABC vuông tại A có AB = 6 cm. BC = lOcm. Ciọi H là hìnl 
chiếu của A lèn BC. Chứng tó rằng HC > HB. 

Giải 

Trong AABC vuông tại c, ta có: 

AƯ = BƯ - AB 2 = 10-’ - 6 : = 100 - 36 = 64 
» AC = 8 cm 

=>AC> ABolIC> I1B. dpcm. 

9 







Nhản xét : Trong thí dụ trên, nếu chúng ta khổng sử dụng tính chất về mối 

. liên hệ giữa hình chiếu và đường xiên thì chúng ta cẩn đi xác định 
độ dài các đoạn thẳng BH và CH, đê thực hiện công việc này rất 
cồng kềnh. 

Thí du 4: Chứng minh rằng trong một tam giác cân, độ dài đoạn thẳng nối đinh 
đối diện với đáy và một điểm bất kì cùa cạnh đáy nhỏ hơn hoặc bằng độ dài cùa 
cạnh bên. 

Giòi 

Xét AABC càn tại A, lấy một điểm D bằt kì trên cạnh BC, chúng ta cần di chứng 
minh AD < AB. 

Gọi H là hình chiếu cùa A lên BC. 

■ Nếu D thuộc cạnh BH thì DH < BH o AD < AB. 

■ Nếu D thuộc cạnh CH thì 

DH < CH o AD í ACo AD < AB. B D H D c 

II. CÁC ví DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1: Cho AABC có AB = AC = lOcm, BC= 12cm. 

a. Tính khoảng cách từ A đến BC. 

b. Vẽ cung tròn tâm A có bán kính bàng 9cm. Cung dó có cắt đường thẳng BC 
hay không, có cắt cạnh BC hay không ? Vì sao ? 

Giãi 

a. Gọi H là hình chiếu của A lên BC, khi đó AH chính 
là khoảng cách từ A đến BC. 

Trong AHAB vuống tại H. ta có: 

BH = -Ị- BC = 6cm, vì á ABC cân tại A 

2 

AH 2 = AB 2 - BH 2 = 10 2 - 6 2 = 100 - 36 = 64 
<=> AH = 8cm. 

Vậy, khoảng cách từ A đến BC bằng 8cm. 

b. Theo kết quả câu a), ta có: 

AH < 9cm => cung tròn tâm A bán kính 9cm cắt đường thảng BC. 
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Giả sử cung tròn đó cắt đường thảng BC lại D. suy ra: 

AD = 9cm < AB co DH < BH 
Vậy, cung tròn tàm A bán kính 9cm cắt cạnh BC 

Nhân xét : Qua ví dụ trên, ta thấy: 

1. Một cung tròn tâm A bán kính R sẽ cắt dường thẳng a nếu 
khoảng cách từ A dến đường thẳng a lớn hơn R. 

2. Để xét xem cung tròn tâm A bán kính R có cắt doạn thẳng BC 
hay không, chúng ta cần so sánh R với các đường xiên AB và 
AC. 

Ví du 2: Cho AABC vuông tại A. Trên cạnh AB lấy điểm M (M * B), trên cạnh 
AC lấy điểm N (N * C). Chứng minh rằng MN < BC. 

Giời 

Nhặn xét rằng: 

■ AM, AB theo thứ tự là hình chiếu của CM và 
CB, ta cỏ: AM < AB co CM < CB. (1) 

■ AN, AC theo thứ tự là hình chiếu cùa MN và 
MC.tacó: AN<AC<OMN<MC (2) 

Từ (1) và (2) suy ra MN < BC, dpcm. 

Chú ý: 1. Kết quả trên vân dúng khi thay "AABC vuông tại A " bằng: 

"AABC có Â tù " hoặc "ảABC cân tại c ” 
hoặc "ảABC có Ầ A > Ồ ", 

2. Ta có thể sử dụng mới quan hê về góc và cạnh đối diên trong tam 
giác để thực hiện ví dụ trên. Thật vậy: 

■ Trong ABCM có góc BMC là góc tù, do đó: 

CM < CB. (3) 

■ Trong ACMN có góc CNM là góc tù, do đó: 

MN < CM. (4) 

. Từ (3) và (4) suy ra MN < BC, dpcm. 

Vi du 3: Cho AABC cân tại A. Gọi M là điểm bất kì trên cạnh đáy BC. Chứng 
minh rằng khi M thay đổi vị trí trên cạnh BC thì tổng các khoảng cách từ M dến 
hai cạnh bôn AB và AC vẫn không đổi. 
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Ké dường cao BH, ME ± AH, MF 1 AC. 

Kẻ MN // AC (N e BH), suy ra: 

MN 1 BH và MF = NH. (1) 

Xét hai tam giác vuỏng ABEM và AMNB, ta có: 

BM chung 
BMN = c = B 

do đó ABEM = AMNB (cạnh huyền và góc nhọn), suy ra: 

ME = BN. (2) 

Cộng theo vê (1), (2), ta dược: MF + ME = NH + BN = BH - không đổi. 

Vậy, khi M thay dổi vị trí trẽn cạnh BC thì tống các khoảng cách từ M dến hai 
cạnh bên AB và AC vân khống dổi. 

Ví du 4: Cho AABC vuông tại A. Gọi M là trung điếm AC. Gọi E, F theo thứ tự 
là chân dường vuông góc ké tìr A và c dến đường thảng BM. 

a. So sánh AC với tống AE + CF. 

b. Chứng minh rằng AB < ^ (BE + BF). 

Giải 



( 1 ) 


a. Ta lần lượt thấy: 

■ Trong tam giác vuông AEAM. ta có: 

AM > AE. 

• Trong tam giác vuông AFCM, ta có: 

CM > CF. (2) 

Cộng theo vế (1), (2), ta dược: AM + CM > AE + CFo AC > AE + CF. 

b. Xct hai tam giác vuông AEAM và AFCM, ta có: B ^ 

AM 4cm, vì M là trung điểm AC 
M| =WỊ vì đối đính 

do dó AEAM = AFCM (cạnh huyền và góc nhọn), 
suy ra: EM = FM. 
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(3) 

(4) 


Trong tam giác vuông AABM. ta có: 

AB < BM và vì BM = BE + LỈM nên AB < BE + EM. 
AB < BM và vì BN1 = BE - EM nên AB < BE - EM. 
Cộng theo vê (3), (4) và sử dụng kết quà EM = FM, ta được: 

2AB < BE + BE o AB < ị (BE + BF), đpcm. 


I Clìú ý: 1. Kết quá câu a) vần dũng khi t ABC tùy V VÌI M là điểm hát kì trẽn 

AC". 

2. Kết quà cáu b) vần dũng khi 'ÍABC có góc Â tù". 

Ví du 5: Cho AABC cân tại A. Trên BC lây các điểm D và E ^ 
sao cho BAD = DAE = EAC. So sánh các độ dài: 

a. ABvàAE. 

b. BDvàDE. 

Giói 

Ta có: B = c vì AABC cân tại A 


BÃD= EAC,giả thiết 

suy ra: ÃDB = ẤẼC o ẤDẼ = ẤẼD «> AADE cán tại A. 

Khi đó, gọi H là trung diêm I)E thì AI 11 DE. 

a. Vì BI I. DH theo thứ tự là hình chiếu của AB và AD, ta có: 

Bll > DH <r> AB >ADo AB > AE, vì AD = AE. 

b. Lây diêm F trẽn AB sao cho AE = AF. 

Xét hai tam giác AAED và AAED, ta có: 

AF = AE 

A 2 = A già thiết 
AD chung 

do đó AAED = AAFD suy ra: DE = DF. 

Ê| = Ê, <=> Ẽ2 = Ẽ2 (1) 

Mặt khác, ta lại có: E 2 > B, vì E 2 là góc ngoài của AABE. (2) 
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Từ(l) và (2) suy ra: Ẽ 2 > B 

Khi đó, trong ABDF vì: Fĩ > B <=> BD > DF <=> BD > DE. 

Ví du 6 : Cho AABC có AB < AC, Phân giác AD, trung tuyến AM, đường cao 
AH. 

a. So sánh độ dài của HB và HC. 

b. Chúng minh rằng HÀC . 

c. Nhận xét gì về vị trí của các tia AH, AD, AM. 

Giải 

a. Trong AABC với giả thiết AB < AC, suy ra HB < HC. 

b. Trong AABC với giả thiết AB < AC, suy ra: B < c o c - B > 0 

Trong AAHC vuông tại H, ta có: A 

HÂC = 90°-C = ị(Â + Ồ + cỊ-C /\\\ 

Ầ C-B Ầ . / \\ . 

2 + 2 2 ’ đpcm B HDM - c 

c. Ta có nhận xét: CAM < CÃB = ặ < CĂH 

2 

do đó AD nằm giữa hai tia AH và AM. 

Nhân xét : Qua ví dụ trên, ta thấy: 

"Trong ãABC có không cán tại A thì tia phân giác của góc Â 
và đường trung trực cạnh BC bao giờ cũng cắt nhau tại một 
điểm nằm ngoài tam giác". 

Nhận xét trên, sẽ giúp các em học sinh tránh mắc sai lầm khi vẽ 
hình. 

III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Nêu khái niệm đường vuông góc, dường xiên, hình chiếu cùa đường 
xiên. 

Câu hỏi 2: Nêu định nghĩa khoảng cách từ một điểm tới một đường thảng. 

Câu hỏi 3: Qua diểm A nằm ngoài đường thẳng d kẻ dược bao nhiêu dường thẳng 
vuông góc với d ? Vì sao ? 


% 



Câu hói 4: Qua diém A nầm ngoài dường thẳng d kẻ được bao nhiêu đường xiên 
tới d ? Vì sao ? 

Cảu hỏi 5: Phát biểu và chứng minh mối quan hệ giữa đường vuông góc và đường 
xiên. 

Câu hỏi 6: Phát biểu và chứng minh môi quan hệ giữa các đường xiên và các hình 
chiếu cùa chúng. 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 
Bài tập I. Cho hình vẽ sau. Chứng minh rằng 
AB + AC > BD + CE. 

Hãy phát biểu kết quá tổng quát. 

Bài tập 2. Cho AABC. Tính khoảng cách từ A đến BC, biết: 

a. AB = AC = 5cm. BC = 6cm. 

b. AB = 15cm, AC = 20cm, BC = 25cm. 

Bài tập 3. Cho AABC đều có cạnh bằng a. Tính khoảng cách 

dối diện của tam giác. 

Bài tập 4. Cho các hình vẽ sau. So sánh các dộ dài AB, AC, AD, AE. 




Bài tập 5. Cho AABC cân tại A, có AB = 5cm, BC = 6cm. 

a. Tính khoảng cách từ A dến BC. 

b. Vẽ cung tròn tâm A có bán kính bằng 6cm. Cung đó có cắt dường tnẳng BC 
hay không, có cắt cạnh BC hay không ? Vì sao ? 

Bàl tập 6. Cho AABC cân tại C. Trên cạnh AB lấy diêm M (M * B), trên cạnh AC 
lấy diểm N (N * C). Chứng minh rằng MN < BC. 

Bài tập 7. Cho AABC có A > B. Trên cạnh AB láy diêm M (M * B), trên cạnh AC 
lấy diểm N (N * C). Chứng minh rằng MN < BC. 

Bài tập 8 . Cho AABC, diểm M nằm giữa A và C. Gọi E, F theo thứ tự là chân 
đường vuông góc kẻ từ A và C đến đường thẳng BM. So sánh AC với tổng 
AE + CF. 
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Bài tập 9. Cho AABC có góc A tù. Gọi M là trung điểm AC. Gọi E, F theo thứ tự 
là chân đường vuông góc kẻ từ A và c đến đường thảng BM. Chứng minh rằng 


AB < ị(BE + BF). 

2 

V. HƯỚNG DẨN - ĐÁP SỐ 
Bài tập 1. Ta lần lượt nhận thấy: 

* Trong tam giác vuông AABD. ta có: AB > BD. (1) 

* Trong tam giác vuông AACE, ta có: AC > CE. (2) 

Cộng theo vế(l). (2), ta được: AB + AC > BD + CE. 



Tổng quát: Trong một tam giác tống ba cạnh lớn hơn tổng ba đuừng cao. 


Bài tập 2. 


A 


a. Gọi H là hình chiếu cùa A lên BC, khi dó AH chính 
là khoảng cách từ A đến BC. 

Trong AHAB vuông tại H, ta có: 

BH = X BC = 3cm, vì AABC cân tại A 
2 



AH 2 = AB 2 - BH 2 = 5 2 - 3 2 = 25 - 9 = 16 o AH = 4cm. 

Vậy, khoảng cách từ A đến BC bằng 4cm. 
b. Khoảng cách từ A dến BC bằng 12cm. 

Bài tập 3. Vì AABC đều nên khoảng cách từ mỗi đính đến cạnh đối diện của tam 
giác là bầng nhau, do đó ta cần tính khoảng cách từ A đến BC. 

Gọi H là hình chiếu cùa A lên BC, khi dó AH A 

chính là khoảng cách từ A dến BC. 

Trong AHAB vuông tại H, ta có: 

BH= ^BC = Ị,vì AABCdều „ 

2 2 B H c 

AH 2 = AB 2 -BH 2 = a 2 -ÍỊÍ = a 2 -4 = — «AH=~. 

4 4 2 



Vậy, khoảng cách từ mỗi đinh đến cạnh dối diện của tam giác bằng -~Ỳ~ . 

[ Nhản xét : Qua bài tập trên, chúng ta ghi nhận được một kết quà "Trong một 


tam giác đều cạnh bằng a tlù độ dời dường cao bằng 
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b. AB<AC<AD<AE 


Bài tập 4. 

a. AB < AC < AD < AE. 

Bài tập 5. A 

d. Gọi H là hình chiếu của A lên BC, khi dó AH y/\\ 

chính là khoảng cách từ A đến BC. yy \ 

Trong AHAB vuông tại H, ta có: ; ỵ \ 

BH = ị BC = 3cm, vì AABC cân tại A D '''. ® H 5'' 

2 - 

AH 2 = AB 2 - BH 2 = 5 2 - 3 2 = 25 - 9 = 16 o AH = 4cm. 

Vậy, khoảng cách từ A dến BC bằng 4cm. 

e. Theo kết quả câu a), ta có: 

AH < 6cm => cung tròn tâm A bán kính 6cm cắt đường thảng BC. 

Giả sử cung tròn dó cắt đường thẳng BC lại D. suy ra: 

AD = 6cm >ABo DH > BH 
Vậy, cung tròn tâm A bán kính 6cm khổng cắt cạnh BC. 

Bài tập 6. Học sinh tự làm - Tham khảo ví dụ 2. 

Bài tập 7. Học sinh tự làm - Tham khảo ví dụ 2. 

Bài tập 8. Ta lần lượt thấy: 

■ Trong tam giác vuông AEAM, ta có: AM > AE. 

• Trong tam giác vuông AFCM, ta có: CM > CF. 

Cộng theo vế (1), (2). ta được: 

AM + CM > AE + CF <=> AC > AE + CF. 

Bài tập 9. Đề nghị hàm sô' tự vẽ hình với lưu ý góc Â tù. 

Xét hai tam giác vuông AEAM và AFCM, ta có: 

AM = CM, vì M là trung điểm AC 
Mi = M 2 , vì đối đỉnh 

do đó AEAM = AFCM (cạnh huyển và góc nhọn), suy ra: EM = FM. 

Trong tam giác AABM do Â là góc tù nên ta có: 

AB < BM o AB < BE + EM. (1) 

AB < BM o AB < BF - FM. (2) 

Cộng theo vế (1), (2) và sử dụng kết quả EM = FM, ta dược: 

2AB < BE + BF o AB < ị (BE + BF). dpcm. 
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QI V\ IHỆ GIỮA BA CẠNH CỦA 
MỘT TAM GIÁC 
BẤT BANG THỨC tam giác 

I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 
I. BẤT ĐẲNG THỨC TAM GIÁC 

Nhìn vào hình vẽ, bàng trục quan chúng ta thấy ngay 
việc di chuyển từ A tới B theo đường thảng ngắn hơn đi 
theo duừng gấp khúc ACB, tức là AB < AC + CB, chúng 
ta sẽ di chứng minh nhân định này bằng ngòn ngữ toán 
học như sau: 

Xét AABC, trên tia dối cùa tia CA lấy diêm D sao 
cho CD = CB. 

Ta có: ÃBD > CBD 

Mặt khác, ta lại có: CB = CD o ACBD cân tại C 
A c D « CBD = CDB 
Trong AABD, ta có: ẤDB = CDB = CBD < ẤBD 

<=> AB < AD = AC + CD « AB < AC + CB. đpcm. 

Nhu vậy, ta có kết quà: 

Trong một tan giác, tổng độ dài hai cạnh bái kì bao giờ cũng lớn hơn dộ dài cạnh còn 
lại. 

Tức là, với AABC ta luôn có: B 

AB+ BC> AC. 

AB + AC > BC. 

AC + BC > AB. 

Thí du ĩ : Dựa vào bất đẳng thức tam giác, kiểm tra xem bộ ba nào trong các bộ ba 
đoạn thẳng có độ dài cho sau dây là dộ dài ba cạnh cùa tam giác và hãy dựng tam 
giác dó. 

a. 2cm, 4cm, 7cm. b. 2cm, 6cm, 4cm. c. 3cm, 4cm, 5cm. 
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Giải 

a. Đây không phải độ dài của ba cạnh tam giác bởi: 2 + 4 < 7. 

b. Đây khống phải dộ dài cùa ba cạnh tam giác bởi: 2 + 4 =6. 

c. Đây chính là dộ dài cùa ba cạnh tam giác bởi: 

3 + 4 > 5, 3 + 5 > 4, 4 + 5 > 3. 

Giả sử cẩn dựng AABC, biết AB = 3cm, AC = 4cm, 

BC = 5cm, ta lần lượt thực hiện: 

■ Dựng đoạn AB = 3cm. 

■ Trên nừa mặt phăng bờ AB dựng các cung tròn 
tâm A bán kính 4cm và cung tròn tâm B bán 
kính 5cm. Hai cung này cắt nhau tại c. 

Nối AC, BC, ta nhận được AABC cần dựng. 

Chú ý: 1. Khi xét dô dài ba đoạn thẳng có thoả mãn bất đẳng thức tam giác 
hay không, ta chi cần so sánh độ dài lớn nhất với tổng hai độ dài 
còn lại. 

2. Kết quả trên có được nhờ vào một phương pháp khác để chứng 
minh bất dẳng thức tam giác, cụ thể: 

Trong AABC, giả sử BC là cạnh lớn nhất suy ra góc Â lớn nhất. 

Kẻ AH vuông góc với BC (H e BC), ta lần lượt có nhận xét: 

■ Trong AHAB vuông tại H, ta có: 

BH < AB. (1) 

* Trong AHAC vuông tại H, ta có: 

CH < AC. (2) 

Cộng theo vế (1) và (2), ta dược: 

BH + CH< AB + ACoBC< AB + AC. 

Với giả sử BC là cạnh lớn nhất nên các bất đảng thức còn lại là 
hiển nhiên. 

2. HỆ QUẢ CỦA BẤT ĐẢNG THỨC TAM GIÁC 

Từ các bất đẳng thức tam giác, bằng phép chuyển vế ta suy ra 
AB > AC - BC. AC > AB - BC. BC>AC-AB. 

AB> BC - AC. AC> BC- AB. BC>AB-AC. 
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Như vậy. ta có kết quả: 

Trong một tam giác, hiệu độ dài hai cạnh bất ki bao giờ cũng nhò hơn độ dài cạnh còn 
lại. 

Thí du 2: Dựa vào hệ quả của bất đẳng thúc tam giác, kiểm tra xem bộ ba nào 
trong các bộ ba đoạn thẳng có độ dài cho sau đây là độ dài ba cạnh cùa tam giác và 
hãy dựng tam giác đó. 

a. l,2cm, 2,2cm, lcm. b. 2cm, 3cm, 6cm. c. lOcm, 12cm, 5cm. 

Giải 

a. Đây không phải độ dài của ba cạnh tam giác bởi: 2,2 - 1.2= 1. 

b. Đây không phải độ dài của ba cạnh tam giác bởi: 6 - 3 3 > 2. 

c. Đây chính là độ dài cùa ba cạnh tam giác bởi: 

12-10<5, 12-5 <4, 10-5 <12. 

Giả sử cần dụng AABC, biết AB = lOcm, AC = 12cm, BC = 5cm, ta lần lượt 
thực hiện: 

■ Dựng đoạn AB = lOcm. 

* Trên nửa mặt phăng bờ AB dựng các cung tròn 
tâm A bán kính 12cm và cung tròn tâm B bán 
kính 5cm. Hai cung này cắt nhau tại c. A B 

Nối AC, BC, ta nhận được AABC cẩn dựng. 

Chủ <r. Khi xét dỏ dài ba đoạn thẳng có thoả mãn bất dẳng thức tam giác hay 
không, ta chi cẩn so sánh độ dài nhỏ nhất với hiệu hai dô dài còn lại. 

Từ bất đẳng thúc tam giác và hệ quả cùa bất đảng thức tam giác, ta nhận thấy 
trong AABC luổn có: IAC - Bơ < AB < AC + BC 
IAB - ACI < BC < AB + AC 
IAB - BCI < AC < AB + BC 
Tức là, ta có kết quả dầy đủ hơn như sau: 

Trong một tam giác, độ dài một cứtìh bao giờ QŨng lớn hơn Itiệu và nhỏ hơn tổng độ 
dài của hai cạtứi cài lại. 

Thí du 3: Cho AABC có AB = 3cm, AC = lcm. 

a. Hãy tìm độ dài cạnh BC, biết dô dài này là một số nguyên (cm). 

b. Dựng AABC. 
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Giải 

a. Theo bất dảng thức tam giác ta nhận dược: 

AB - AC < BC < AB + AC <=>3-l<BC<3+lo2<BC<4 
Do độ dài cùa BC là một sô' nguyên (cm) nên BC = 3cm. 

b. Học sinli tự làm. 

II. CÁC VÍ DỤMINHHOẠ 

Ví du I: Tim chu vi của tam giác cấn biết dộ dài hai cạnh của nó là 3,5cm 
và 7cm. 

Giải 

Giả sử AABC cân tại A thoả mãn điều kiện dầu bài, khi đó: 

AB không thể bẳng 3,5cm vì trái lại ta có: AB + AC = 7cm = BC 
do đó: AB = AC = 7cm: BC = 3,5cm 
Khi đó, chu vi cùa tam giác dược cho bởi: 

cv = AB + AC + BC = 7 + 7 + 3,5 = 17,5cm. 

Ví du 2: Cho AABC và M là một điểm nằm trong tam giác. 

a. Gọi I là giao điểm của đường thẳng BM và cạnh AC. Chứng minh rằng 
MA + MB1 < IA + IB < CA + CB. 

b. Chứng minh rẳng MA + MB + MC lớn hcm nửa chu vi nhưng nhỏ hơn chu vi 
của AABC. 

Giải 

a. Ta lần lượt xét: 

■ Trong AAMI, ta có: MA < IA + IM 

<=> MA + MB < IA + IM + MB 
<=>MA + MB<IA + IB. 

■ Trong ABCI, ta có: IB < CI + CB « IA + IB < IA + CI + CB 

o IA + IB < CA + CB. (2) 

Từ (1), (2), ta nhận được MA + MB < IA + IB < CA + CB, đpcm. 

b. Ta lần lượt xét: 

■ Trong AMAB, ta có: MA + MB > AB. 

■ Trong AMBC, ta có: MB + MC > BC. 

■ Trong AMAC, ta có: MA + MC > AC. 
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(3) 

(4) 

(5) 




Cộng theo vế (3), (4), (5), ta được: 2(MA + MB + MC) > AB + BC + AC 


» MA + MB + MC > ị (AB + BC + AC), đpcm. 
Mặt khác, dựa theo kết quả câu a), ta có: 


MA + MB < CA + CB. 

(6) 

MB + MC < AB + AC. 

(7) 

MA + MC < BA + BC. 

(8) 

Cộng theo vế (6), (7), (8), ta dược: 



2(MA + MB + MC) < 2(AB + BC + AC) 
o MA + MB + MC < AB + BC + AC, đpcm. 

Ví du 3: Cho AABC và M lằ điểm nằm giữa B và c. 

a. Chứng minh rằng MA nhỏ hơn nửa chu vi AABC. 

b. Trong trường hợp M là trung diêm của BC. 

Chứng minh rằng: MA < ~ (AB + AC). 


Giải 

a. Ta lần lượt xét: 

■ Trong AMAB, ta có: MA < AB + BM. (1) 

■ Trong AMAC, ta có: MA < AC + CM. (2) 

Cộng theo vế (1). (2). ta dược: 2MA < AB + AC + BM + CM 

o MA < i (AB + AC + BC), dpcm. ' 

b. Trên tia AM lấy điểm K sao cho AM = KM. 

Xét hai tam giác AAMC và AKMB. ta có: 

AM = KM ; Mi = M 2 . vì đối đỉnh 
CM = BM, vì M là trung điểm BC 
do đó AAMC = AKMB suy ra: BK = AC. 

Trong AABK, ta có: 
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Chú V Dựa vào bất đảng thức tar .1 giác chúng ta giải được một dạng bài 

quan trong: toán cực trị "Cho dường tliắng d và hai điềm A, B không thuộc d. 

Tìm trên dường thắng d diêm c sao cho CA + CB nhó nhất 
Đây chính là dạng toán rất quen thuộc trong các kì thi dại học. 
Phương pháp được tổng kết thông qua hai ví dụ sau. 

Vỉ du 4: Cho đường thảng d và hai điểm A. B nằm về hai phía cùa dường thảng d. 
Tìm trên đường thảng d diêm c sao cho CA + CB nhò nhất. 

Giải 

Gọi c là giao diểm cùa AB và d và D là diểm bất kì 
trCn d (D * C). Ta cần đi chứng minh: 

CA + CB < DA + DB. 

Thật vậy, trong AABD, ta luôn có: 

AB < DA + DB <=> CA + CB < DA + DB. 

Vậy, điểm c cần tìm chính là giao điểm cùa AB và d. 

Nhân xét : Ví dụ trên đã minh hoạ phương pháp tìm điểm c trong trường hợp 

hai điểm A, B khác phía với đường thẳng d. Ví dụ tiếp theo sẽ minh 
hoạ phương pháp tìm điểm c trong trường hợp hai diểm A, B cùng 
phía với đường thẳng d. 

Vi du 5; Cho dường thảng d và hai điểm A, B nằm về một phía của đường thẳng d. 
Tìm trên đường thẳng d điểm c sao cho CA + CB nhỏ nhất. A g 

Giải 

Kẻ BH vuông góc với d. Trên tia dối cùa tia HB lấy 
điểm B| sao cho BH = B,H. 

Gọi c là giao điểm cùa AB| và d và D là điểm bất kì trên 
d (D * C). Ta cần đi chứng minh:CA + CB < DA + DB. 

Thật vậy, trong ÀAB|D, ta luôn có: 

, AB| < DA + DB| o CA + CB| < DA + DB|. (1) 

Nhận xét rằng: 

■ AHBC = AHB,C (hai cạnh góc vuông) =>CB = CB,. (2) 

■ AHBD = AHB|D (hai cạnh góc vuông) => DB= DB|. (3) 
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Thay (2), (3) vào (1), ta được: CA + CB < DA + DB. 

Vậy, điểm c cần tìm chính là giao điểm cùa AB, và d. 

III. CÂU HỞI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Phát biểu và chứng minh bất đẳng thúc tam giác. 

Câu hỏi 2: Phát biểu hệ quả của bất đảng thức tam giác. 

Câu hỏi 3: Khi xét độ dài ba đoạn thẳng có thoả mãn bất dẳng thức tam giác hay 
không, ta chỉ cần thục hiện phép so sánh nào ? 

Câu hỏi 4: Trình bày phương pháp giải bài toán cực trị " Cho đường tliẳng d và 
hai điểm A, B không thuộc d. Tìm trên đường thẳng d điểm c sao cho 
CA + CB nhỏ nhất ". 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập I. Dựa vào bất đẳng thức tam giác, kiểm ưa xem bộ ba nào trong các bô ba 
đoạn thẳng có độ dài cho sau dây là dộ dài ba cạnh cùa tam giác và hãy dựng tam 
giác đó. 

a. 3cm, 4cm, 8cm. b. 5cm, 8cm, 2cm. c. 6cm, 8cm, 9cm. 

Bài tập 2. Tìm chu vi của tam giác cân AABC biết độ dài hai cạnh của nó là: 

a. 4cm và 9cm. b. 4cm và 6cm. 

Bài tập 3. Chứng minh rằng mỗi cạnh của tam giác bao giờ cũng nhỏ hơn nửa chu 
vi của tam giác ấy. 

Bài tập 4. Cho AABC có AB = lcm. AC = 6cm. 

a. Hãy tìm dộ dài cạnh BC, biết dộ dài này là một sô' nguyên (cm). 

b. Lấy điểm D nằm giữa B và c. Chứng minh rằng AD < 6,5cm. 

Bài tập 5. Cho AABC có AB = 7cm, AC = 2cm. 

a. Hãy tìm độ dài cạnh BC, biết dộ dài này là một sô' nguyên lẻ (cm). 

b. M là một điểm nằm trong tam giác. Chứng minh rằng : 

MA + MB + MC > 8cm. 

Bài tập 6. Cho AABC có AB < AC. Đường trung trực cùa BC cắt AC tại D. Gọi K 
là điểm bất kì khác D ưên đường trung trực đó. So sánh chu vi các tam giác 
AKAB và ADAB. 

Bài tập 7. Cho AABC có AB = c, AC = b (b > c), trung tuyến AM = m. Chứng 

minh rằng ị (b - c) < m < ^ (b + c). 

2 2 
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Hướng dẩn: Sử dụng kết quả "Đoạn tlìẳng nối trung điểm hai cạnh của một tam 
giác thì song song với cạnh thứ ha và hằng nửa cạnh ấy" - Kết quả này dã được 
trình bày trong cuốn Toán 7 tập 1. 

Bài tập 8. * 

a. Cho hai tam giác AABC và AA,B|C, có AB = A,B|, AC = A,c, và BC > 
B|C|. Chứng minh ràng Â > Â,. 

b. Cho hai tam giác AABC và AA|B|C, có AB = A|B|, AC = A,C| và Ằ > Â|. 
Chứng minh ràng BC > B|C,. 

c. Áp dụng: Cho AABC có AB < AC, trung tuyến AM. Lấy điểm D bất kì trên 
tia đối cùa tia MA. So sánh độ dài CD và BD. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 
Bài tập 1. 

a. Bộ 3cm, 4cm, 8cm không là độ dài ba cạnh của tam giác, bởi: 3 + 4 = 7 < 8. 

b. Bộ 5cm, 8cm, 2cm không là độ dài ba cạnh cùa tam giác, bời: 5 + 2 = 7 < 8. 

c. Bộ 6cm, 8cm, 9cm là dộ dài ba cạnh cùa tam giác, bởi: 

Cách 1: So sánh độ dài lón nhất với tòng hai độ dài còn lại: 6 + 8 = 14 > 9 . 

Cách 2: So sánh độ dài nhỏ nhất với hiệu hai độ dài còn lại: 9 - 8 = 1 < 6 . 

Học sinh tựditng hình. 

Bài táp 2. 

a. Già sử AABC cân tại A thoả mãn điểu kiện đầu bài, khi đó: 

AB không thể bằng 4cm vì trái lại AB + AC = 8cm < BC 
do đó: AB = AC = 9cm; BC = 4cm 
Kh : đó, chu vi của tam giác được cho bởi: 
c - AB + AC + BC = 9 + 9 + 4 = 22cm. 

b. Giả sử AABC cân tại A thoả mãn điều kiện dầu bài, khi đó có hai trường hợp: 
Trường hợp ỉ: Nếu AB = AC = 4cm và BC = 6cm 

Chu vi của tam giác được cho bởi: cv = AB ỷ AC + BC = 4 + 4 + 6= 14cm. 
Trường hợp 2: Nếu AB = AC = 6cm và BC = 4cm 

Chu vi cùa tam giác dược cho bởi: CV = AB + AC+BC = 6 + 6 + 4= 16cm. 
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Bài tập 3. Giả sử tam giác có ba cạnh là a, b, c, ta cần đi chứng minh: 

a < ị (a + b + c), b < ị (a + b + c), c < ị (a + b + c). 

2 2 2 

Thật vậy, ta luôn có: a<b + coa + a<a + b + c«a<^(a + b + c), đpcm. 

Các bất đẳng thức còn lại chứng minh tương tự. 

Bài tập 4. 

a. Theo bất đẳng thức tam giác ta nhận được: AC - AB < BC < AC + AB 

o6-l<BC<6+lo5<BC<7 
Do độ dài của BC là một sô' nguyên (cm) nên BC = 6cm. 

b. Dựa vào kết quả: MA < ì (AB + BC + AC) 

« MA < i (1 + 6 + 6) o MA < 6,5cm. 

Bài tập 5. 

a. Theo bất đảng thức tam giác ta nhận được: 

AC - AB < BC < AC + AB »7-2<BC<7 + 2o5<BC<9 
Do độ dài của BC là một số nguyên lẻ (cm) nên BC = 7cm. 

b. Dựa vào kết quả: MA + MB + MC > i (AB + BC + AC) 

oMA + MB + MC>ị (2 + 7 + 7) o MA + MB + MC> 8cm. 

Bài tập 6. Trước hết, vì D, K thuộc trung trực của BC nên: 

BD = CD và BK = CK. 

Trong AACK, ta có: AC < AK + CK. 

Khi đó: CVadab = AB + AD + DB 

= AB + AD + CD = AB + AC B c 

< AB + AK + CK 
= AB + AK + BK = CVakab. 
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tài tập 7. Gọi E là trung điểm AC, suy ra: A 



b c _b c 1 _1 v 

^ ^ < m < ^ + ị o ^ (b - c) < m < ^ (b + c). 


tài tập 8. 

Tham khảo cuốn Các bài toán THCS chọn lọc - Lê Hồng Đức. 

I. Tham khảo cuốn Các bài toán THCS chọn lọc - Lê Hồng Đúc. 

. Ta lần lựơt nhận thấy: 

■ Với hai tam giác AABM và AACM, ta có: 

MB = MC, vì M là trung điểm BC 
AM chung ; AB < AC 
do dó: M| < M 2 o Mí < M 4 

■ Với hai tam giác ABDM và ACDM. ta có: 

MB = MC, vì M là trung điếm BC 
DM chung ; M} < M 4 , dođóCD< BD. 

Chú ý: Vận dụng kết quà cùa định lí trong các câu a), b) các em học sinh hãy 
thực hiện thêm bài tập sau: 

Cho AABC cân tại A. Gọi M là một điểm nằm trong tam giác sao cho 
MBA > MCA . So sánh MAB và MAC . 
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IÍMI C IIÌ I Itv IHOV. trung 
lUYÌN CỦA TAM GIÁC 

I. KIẾN THỨC CO BÀN 
1. ĐƯỜNG TRUNG TUYÊN CỦA TAM GIÁC 
Ta có định nghía: 

* Đoạn thẳng AM nổi đình A cùa AABC với trung điểm M của cạnh BC gọi là đường 
tnmg tuyến (xuất phát từ đỉnh A hoặc iaig với cạnh BC) cửa AABC. Đôi khi, dường 
thẳng AM cũng gọi là đường trung tuyến của AABC. 

■ Mới tam giác có ba đường trung tuyến. 



Chú ý: Chúng ta dã có được các kết quà: 

1. Trong tam giác vuông đường trung tuyến thuộc cạnh huyền bằng 
một nửa cạnh huyền. 

2. Trong tam giác cân dường trung tuyến thuộc cạnh dáy thì cũng là 
đuừng cao. dường phân giác, đường trung trực. 

Thi du 1: Cho AABC vuông tại A. có AB = 3cm. AC = 4cm. Tính độ dài dường 
trung tuyến AM. 


Giải 

Trong AABC vuông tại A, ta có: 

BƠ = AB ! + Ad=3 2 + 4 2 = 25 BC = 5cm. 

1 T 



2. TÍNH CHẤT BA ĐƯỜNG TRUNG TUYẾN CỦA TAM GIÁC 


Ta có kết quả sau: 

Ba đường trung tuyến của một tam giác cùng đi qua một điểm. Điểm đó cách mỗi 

2 

đỉnh một khoáng bằng -ị độ dài đường trung tuyến đi qua đỉnh ấy. 

Như vậy, trong AABC, các dường trung tuyến AM, 

BN, CP cùng di qua điểm G (hay còn gọi là đồng 
quy tại điểm G, điểm G gọi là trọng tâm AABC) và 
- GA = GB = GC 2 
ta CO: AM'bn“CP 3 
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Điểm G gọi là trọng tâm của AABC. 


Nhân xét : 


1 


4. 


Từ kết quả trên ta suy ra dược: 

GA GB GC 2 
GM = GN “ GP " 

GM GN GP 1 
AM ~ BN = CP ~ 3 

Trọng tâm G cùa AABC luôn ở bên trong tam giác. 

Để xác định trọng tâm G của AABC ta có thể sử dụng một 
trong hai cách: 

Cách / : Kẻ hai trung tuyến, và khi dó giao diểm của chúng là 
trọng tàm G. 

Cáclt 2 : Kẻ một trung tuyến (giả sử AM), trên đoạn AM lấy 

diểm G sao cho GA = 2GM (hoặc GM = ịũA hoặc GM = 
2 

^ AM hoặc GA = ^ AM) và khi đó G là trọng tâm AABC. 

Nếu G là trọng tâm AABC thì các tia AG, BCi, CG sẽ là các 
dường trung tuyến, do đó chúng cắt cạnh dối diên tại trung 
điểm của mỗi cạnh. 


Thí du 2: Cho AABC vuông tại A, có AB = 6cm, AC = 8cm. Tính khoảng cách từ 
trọng tâm G cùa AABC tới các đỉnh A, B. c. 


Giải 


Ta lẩn lượt có: 

■ Trong AABC vuông tại A, suy ra: 

BC 2 = AB 2 + AC 2 = 6 2 + 8 2 = 100 <=> BC = lOcm. 

Ta có: GA = ị AM = ị .ị BC = ị .10 = ^cm. 

3 3 2 3 3 



■ Trong AABN vuông tại A, suy ra: 

BN 2 = AB 2 + AN 2 = 6 2 + 4 2 = 52 o BN = n/ 52 cm. 


Khi đó: GB= ^BN= ị SỈỈ2 = ^p-cm. 
3 3 3 
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■ Trong AACP vuông tại A, suy ra: 

CP 2 = AC 2 + AP 2 = 8 2 + 3 2 = 73 o CP = cm. 


Khi đó: GC = \ CP = \ V 73 = cm . 

3 3 3 

Thí du 3: Oio AABC. Trên tia đối của tia BA lấy điểm D sao cho BD = BA. Trên 
cạnh BC lấy điểm G sao cho BG = ~ BC. 


a. Chứng minh rằng G là trọng tâm AACD. 

b. Chứng tỏ ràng AG, DG theo thứ tự cắt các cạnh CD, AC tại trung điểm của 
chúng. 


Giải 

a. Trong AACD, ta có nhận xét rằng: 

* Vì B là trung điểm cùa AD nên CB là trung tuyến. 

■ Vì diêm G thuộc BC thoả mãn BG = ị BC nên G 

3 



c 


là trọng tâm AACD. 
b. Vì G là trọng tâm AACD nên: 

■ ACi là dường trung tuyến, do dó AG cắt CD tại trung diêm cùa CD. 

■ DG là dường trung tuyến, do dó DCi cắt AC tại trung điểm của AC. 


Chú ý: Chúng ta có các kết quả: 

1. Trong một tam giác cân, hai dường trung tuyến ứng với hai cạnh 
bên thì bằng nhau. 

2. Trong một tam giác dều cạnh bằng a, dộ dài ba dường trung tuyến 

a>/3 

bầng nhau và bằng —. 

Các kết quả trên sẽ được chứng minh trong phần các ví dụ minh hoạ. 


II. CÁC ví DỤ MINH HOẠ 


Ví du 1: Cho AABC cân tại A có AB = AC = 5cm, BC = 8cm. Kẻ trung tuyến 
AM. 

a. Chứng minh ràng AM 1 BC. b. Tính độ dài trung tuyến AM. 
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Giãi 

a. Xét hai tam giác AMAB và AMAC, ta có: 

AB = AC, vì AABC càn tại A 
MB = MC, vì M là trung điểm BC 
AM chung 

do đó AMAB = AMAC, suy ra: AMB = AMC 
Mặt khác, ta lại có: ẤMB + ẤMC = 180° <=> 2ÃMB = 180° o ẤMB = 90° 
o AM -L BC, đpcm. 

b. Trong AMAB vuông tại M, ta có: 

BM = ^ BC = 4cm, vì M là trung điểm BC 

AM 2 = AB 2 - BM 2 = 5 2 - 4 2 = 25 - 16 = 9 o AM = 3cm. 

Vậy, ta được AM = 3cm. 

Ví du 2: Cho AABC, trung tuyến AM. Trên tia dối của tia AM lấy điểm D sao 
cho MA = MD. 

a. Chứng minh rằng BD = AC. 

b. Nêu cách dựng AABC khi biết độ dài AB. AC và trung tuyến AM của nó. 

Giải 

a. Xét hai tam giác AAMC và ADMB, ta có: 

AM = DM 

M| = M 2 , vì dối đỉnh 
CM = BM, vì M là trung điểm BC 
do đó AAMC = ADMB suy ra:AC = BD. 

b. Như vậy, đé dựng AABC khi biết độ dài AB, AC và >u 

trung tuyến AM ta thực hiện như sau: 

■ Dựng AABD khi biết độ dài ba cạnh, với: AB, BD = AC, AD = 2AM. 

■ Lấy M là trung điểm AD. Trên tia dúi cùa tia MB lấy điểm c sao cho 
BM = CM. 

Nối A, B, c ta được AABC cần dựng. 

Ví du 3: Cho AABC các trung tuyển AM, BN, CP, trọng tâm G. Gọi K là ưung 
điểm của GB. 
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b. Chứng minh rằng các cạnh cùa AGMK bằng -ị các trung tuyến cùa AABC. 


c. Nêu cách dựng AABC khi biết độ dài ba trung tuyến AM, BN, CP của nó. 

Giời 

'a. Với các cạnh của AGMK, ta lần lượt có: 

GM = ị AM, theo tính chất. 

3 

1 _ 1 2 1 _ 

GK = ^ GB = r-T B N= 7 BN. 

2 2 3 3 

KM = -Ị- GC = ị.ịcp= Ịcp. 

2 2 3 3 

Vậy, các cạnh của AGMK bằng ^ các trung tuyến của AABC. 

’j. Như vậy, để dựng AABC khi biết độ dài ba trung tuyến AM, BN, CP ta thực hiện 
như sau: 

* Dựng AGKM khi biết dô dài ba cạnh, với: 

GM = ^AM,GK= ^BN, KM = ^CP. 

* Trên tia đối của tia GM lấy điểm A sao cho AG = 2GM. 

* Trên tia đối của tia KG lấy điểm B sao cho BK = GK. 

■ Trôn tia đổi của tia MB lấy điểm c sao cho CM = BM. 

Nối A, B, c ta được AABC cần dựng. 

Ví du 4; Cho AABC các trung tuyến AM, BN, CP, trọng tâm G. Trên tia AM lấy 
điểm D sao cho G là ưung điểm của AD. 

a. Chứng minh rằng các cạnh của ABGD bằng ^ các trung tuyến cùa AABC. 

b. Chứng minh rằng các đường trung tuyến của ABGD bằng i các cạnh cùa 
AABG 

c. Nêu cách dựng AABC khi biết dô dài ba trung tuyến AM, BN, CP cùa nó. 
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Giải 

a. Với các cạnh của ABGD, ta lần lượt có: 

2 

GD = CiA = -- AM, theo tính chất. 

3 

GB = ^ BN. theo tính chất. 

3 

BD = GC, vì AMBD = AMCG (c.g.c) => BD = t CP. 

_, 2 

Vậy, các cạnh của ABGD bằng -ị các trung tuyến của AABC. 

b. Gọi E, F theo thứ tự là trung điểm của BD, BG, suy ra BM, GE. DF là các đường 
trung tuyến cùa ABGD. 

Ta có: BM = i BC, vì M là trung điểm BC. 

GE = ^ AB, vì G, E theo thứ tự là trung điểm cùa AD, BD. 


DF = AN, vì ADFG = AANG (c.g.c) => DF = ị AC. 



c. Như vậy, để dụng AABC khi biết dô dài ba trung tuyến AM, BN, CP ta thục hiện 
như sau: 

■ Dựng AGBD khi biết độ dài ba cạnh, với: 

GD= ^ AM, GB= \ BN, BD = ịcp. 

33 3 

■ Trôn tia đối của tia GD lấy điểm A sao cho AG = GD. 

■ Lấy M là Ưung điểm GD. Trên tia dối của tia MB lấy điểm c sao cho 
BM = CM. 

Nối A, B, c ta được AABC cần dựng. 

Ví du 5: Cho AABC vuông tại A, trung tuyến AM. Trên tia đối của tia AM lấy 
điểm D sao cho MA = MD. 

a. Chứng minh rằng AABD vuông. 

b. Chúmg minh rằng AABC = AABD. 

c. So sánh AM và BC. 
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Giải 

a. Xét hai tam giác AAMC và ADMB, ta có: AM = DM 

M| = M 2 , vì đối đinh 
CM = BM, vì M là trung điểm BC 
do đó AAMC = ADMB suy ra: c = B| và AC = BD. 

Khi dó: ABD = ố! + ồ 2 = Bi + c = 90° 
o AABD vuông tại B. 

b. Xét hai tam giác vuông AABC và AABD, ta có: 

AB chung 

AC = BD, chứng minh trên 
do đó AABC = AABD (hai cạnh góc vuông), đpcm. 

c. Từ kết quả câu b), suy ra: BC = AD = 2AM o AM = ^ BC. 

Nhân xét : 1. Ví dụ trên cho chúng ta thêm một phương pháp chứng minh 

rằng "Trong tam giác vuông trung tuyển thuộc cạnh huyền 
bằng một nửa cạnh huyền". 

2. Tất nhiên, điểu ngược lại cũng dúng, tức là "Một tam giác có 
trung tuyến bằng nửa cạnh tương ứng thì tam giác đó là tam 
giác vuông". Ví dụ sau sẽ giúp chúng ta chứng minh nhận 
định này. 

Ví du 6: Cho AABC, trung tuyến AM bằng nùa cạnh BC. Chứng minh rằng 
AABC vuông tại A. 

Giải 

Từ giả thiết, ta nhân được: AM = BM = CM 
suy ra: 

■ AABM cân tại M o B = A ,. 

■ AACM cân tại M o c = Â J. 

Trong AABC, ta có: 

Â + B + c = 180 °o Ẩ +Ẩ,+ Ẩ 2 = 180 °<» Ẩ + Ấ = 180 ° 

<=> 2 Ấ = 180° o Â = 90° <=> AABC vuông tại A. 
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Ví du 7: Cho AABC có AB = c, AC = b, BC = a, các trung tuyến AM, BN, CP. 
Chứng minh rằng: 


a. BN + CP>^. 

2 


b. ị (b-c)< AM< ị (b + c). 

2 2 

c. ^ (a + b + c) < AM + BN + CP < a + b + c. 
4 

Giải 

a. Gọi G là trọng tâm AABC. 

Trong AGBC. ta có: 

GB + GC>BC« ^BN + ịcp>a 
3 3 

o BN + CP > y-, đpcm. 



b. Vì M, N theo thứ tự là trung điểm BC, AC nên: MN = ^ AB = — . 


c. 


Xét AAMN, ta có: AN - MN < AM < AN + MN 
b c A . . b c 

<=> r ^ < AM < -- + z 
2 2 2 2 

<=> ị (b - c) < AM < ị (b + c). 

2 2 


Ta lần lượt sử dụng: 

■ Phương pháp chứng minh như trong câu a), ta cũng có: 


AM + CP>ặ. 

2 

AM + BN>ặ. 

2 


Cộng theo vế (1), (3), (4), ta dược : 

2(AM + BN + CP)> |(a + b + c) 

o AM + BN + CP > - (a + b + c), đpcm. 
4 


• Phương pháp chứng minh như trong câu b), ta cũng có: 
BN < ị (a + c). 


( 2 ) 

(3) 

(4) 


(5) 
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CP< ị (a + b). 


(6) 


Cộng theo vê' (2), (5). (6), ta được : AM + BN + CP < ^ (2a + 2b + 2c) 

o AM + BN + CP < a + b + c, đpcm. 

Vi du 8: Chứng minh rằng: 

a. Trong một tam giác cân, hai dường trung tuyến ứng với hai cạnh bên thì bàng 
nhau. 

b. Nếu tam giác có hai đuờng trung tuyến bằng nhau thì tam giác dó cân. 

Giải 

a. Giả sử AABC cân tại A, ta cần đi chúng minh hai trung tuyến BM = CN. 

Thật vậy, xét hai tam giác AABM và ACAN, ta có; 

AB = AC, vì AABC cân tại A 
A fhung 

AM = ị AC = ị AB = AN 
2 2 

do đó: AABM = ACAN (c.g.c) => BM = CN. dpcm. 

b. Giả sử AABC có hai trung tuyến BM = CN ta cần di chứng minh AABC cân 
tại A. 

Thật vậy, xét hai tam giác ABGN và ACGM, ta có: 

GB= ^BM= \ CN = GC. 

3 3 

G| =Gỉ, vì dối dinh 

GN = ị CN = ị BM = GM. 

3 3 

do dó ABGN = ACGM (c.g.c), suy ra: BN = CMo2BN = 2CM <=> AB = AC 
o AABC cân tại A, đpcm. 

Ví du 9: Chứng minh rằng "Trong một tam giác đều cạnh bằng a, độ dài ba 
dường trung tuyến bâng nhau và bằng ", 



118 



Giải 


Giả sử AABC đểu có các tning tuyến AM, BN, CP, khi đó: 

■ Vì AABC cân tại A nên BN = CP và AM 1 BC. 

■ Vì AABC cân tại B nên AM = CP. 

Suy ra AM = BN = CP. 



Trong AMAB vuông tại M. ta có: BM = Ỷ BC = ^. 


vì AABC đểu 


AM 2 = AB-’-BM 2 = a 2 ~ íịO = a 2 - 4 = ~~ «■ AM = ~ . 

4 4 2 


Vậy, với AABC đều cạnh bằng a ta có AM = BN = CP = 


aV3 

2 


Chú ý: Ví dụ tiếp theo sẽ minh hoạ phương pháp chứng minh tính chất ba 
đường trung tuyến cùa tam giác dựa vào kết quả "Đoạn thẳng nổi 
trung điểm Itai cạnh cùa một tam giác thì song song với cạnh thứ ba 
và bằng nửa cạnh ấy". 

Ví du 10: Cho AABC, hai trung tuyến BN và CP cắt nhau tại G. Chứng minh 


rằng 


GB _ GC _ 2 
BN " CP ~ 3 


Giải 


Ta lần lượt có nhận xét: 

■ Vì p, N theo thứ tự là trung điểm AB, AC nên: 

_ tt 1 _ 

PN = BC. 

2 “ 



.,__// 1 _ 

• Gọi I, K theo thứ tự là trung diêm GB, GC nên: 1K = Ỷ BC. 


Từ đó ta thấy AGIK = AGNP (g.c.g), suy ra: 

GN = GI = ịBGoGB= ^BNo = ị (1) 

2 3 BN ,3 

GP = GK = X CG o GC = \ CPo^ = —. (2) 

2 3 CP 3 

Từ(l), (2) suy ra ^ = ^ = ị.đpcm. 

^ BN CP 3 
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Yéu cầu : 1 . Các em học sinh hãy giải thích tại sao từ kết quả trên chúng ta 

nhận được tính chất cùa ba dường trung tuyến trong tam giác. 

2. Thực hiện bài toán "Clio AABC, các đường trung tuyến AM, 
BN, CP, trọng tàm G. Chứng minh rằng G là trọng tâm 
AMNP " 

Ví du 11: * Chứng minh rằng trong một tam giác, trung tuyến ứng với cạnh lớn 
thì nhỏ hơn trung tuyến ứng với cạnh nhỏ. 

Giải 

Xét AABC các đường trung tuyến AM, BN, CP, trọng tâm G. Giả sử AB < AC ta 
cần đi chứng minh CP > BN. 

Thật vậy: 

■ Với hai tam giác AABM và AACM, ta có: 

MB = MC. vì M là trung điểm BC 
AM chung 
AB< AC 
do đó M| < Mỉ 

■ Với hai tam giác AGBM và AGCM, ta có: 

MB = MC. vì M là trung điểm BC 
GM chung 
M| < M 2 

do đó: GB < GC « \ GB < \ GC oBN< CP, dpcm. 

3 3 

Nhân xét: Ví dụ trên đã nêu ra một tính chất khác của ba dường trung tuyến 
cùa tam giác. 

III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Phát biểu định nghĩa đường trung tuyến của tam giác. Tại sao mỗi tam 
giác chi có đúng ba dường trung tuyến ? 

Câu hỏi 2: Trong tam giác vuông đường trung tuyến thuộc cạnh huyền có tính 
chất gì ? Chứng minh ? 

Cảu hỏi 3: Trong tam giác cân đường trung tuyến thuộc cạnh dáy có tính chất gì ? 
Chứng minh ? 

Câu hỏi 4: Phát biểu tính chất của ba đường trung tuyến trong một tam giác. 
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Câu hỏi 5: Chứng minh ràng trong một tam giác cân, hai đường trung tuyến ứng 
với hai cạnh bên thì bằng nhau. 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Cho AABC cản tại A có AB = AC = lOcm, BC = 12cm. Kẻ trung 
tuyến AM. 

a. Chứng minh rằng AM 1 BC 

b. Tính độ dài trung tuyến AM. 

Bài tập 2. Cho AABC vuông tại A, có AB = 12cm, AC = 16cm và trọng tâm G. Tính 
tổng GA + GB + GC. 

Bài tập 3. Cho AABC có AB = 9cm, AC = 12cm, BC = 15cm và trọng tâm G. 

a. Chứng minh ràng AABC vuông. 

b. Tính tổng GA + GB + GC. 

Bài tập 4. Cho AABC có AB = 8cm, AC = lOcm, BC = 14cm, các đường trung 
tuyến AM. BN. CP. Chứng minh rằng: 

a. BN + CP> 21cm. 

b. AM + BN + CP > 24cm. 

Bài tập 5. Cho AABC. Chứng minh rằng: 

a. Nếu đường cao AH đồng thời là dường trung tuyến thì AABC cân tại A. 

b. Nếu AABC cân tại A thì dường trung tuyến AH cũng đổng thời là đường 
cao. 


Bài tập 6. Cho AABC đều cạnh a. Chứng minh rằng: GA = C>B = GC • 


Bài tập 7. Cho AABC. Gọi D, E theo thứ tự là trung điểm của BC, AB. Trên tia dối 
của tia BA lấy diểm K sao cho BK = BE. Trên tia đối của tia CB lấy điểm H sao 
cho CH = CD. Chứng minh ràng: 

a. ME = MH. 

b. Ba điểm K. D. M thẳng hàng. 

Bài tập 8. Cho AABC, các dường trung tuyến AM, BN, CP, trọng tâm G. 

a. Chứng minh ràng G là trọng tâm AMNP. 

b. Gọi I là giao điểm cùa NP với AM. So sánh dộ dài AI và IG. 
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Bài tập 9. * Chứng minh : ang mỏi trung tuyến của tam giác nhò hơn tổng hai 
trung tuyến còn lại. 

Bài tập 10. Dựng AABC khi biết: 

a. AB = 3cm. AC = 4cm và trung tuyến AM = 2.5cm. 

b. AB = 5cm, AC = 5cm và trung tuyến AM = 4cm. 

c. AB = 6cm, AC = 8cm và trung tuyến AM = 6cm. 

Bài tập 11. Dựng AABC, biết độ dài ba đường trung tuyến của nó bằng: 

a. 6cm, 6cm, 9cm. 

b. 3cm, 4cm, 5cm. 

V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 

Bài tập 1. 

a. Học sinh tự làm. 

b. Trong AMAB vuông tại M, ta có: 

BM = ^ BC = 6cm, vì M là trung điểm BC 

AM 2 = AB 2 - BM 2 = 10 2 - 6 2 = 100 - 36 = 64 o AM = 8cm. 

Vậy, ta được AM = 8cm. 

Bài tập 2. Ta lần lượt có: B 

• Trong AABC vuông tại A, suy ra: 

BC 2 = AB 2 +AC 2 = 12 2 + 16 2 = 400oBC = 20cm. p 

2 211.. 20 
Ta có: GA = -- AM = ^BC=^.20 = ^cm. 

3 3 2 3 3 A 

■ Trong AABN vuông tại A, suy ra: 

BN 2 = AB 2 + AN 2 = 12 2 + 8 2 = 208 o BN = V 2 Õ 8 cm. 

Khi dó: GB= ^BN= \ V 2 Õ 8 = ^p^cm. 

3 3 3 

■ Trong AACP vuông tại A, suy ra: 

CP 2 = AC 2 + AP 2 = 16 2 + 6 2 = 292 o CP = V 292 cm. 

Khi dó: GC = ^CP= \ V292 = 

3 3 3 

Suy ra: GA+GB+GC= y + = I (10+ V 2 Õ 8 + V 292 ). 
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Bài fập 3. 

a. Trong AABC, nhận xét rằng: 

AB 2 + AC 2 = 9 2 + 12 2 = 225 = 15 2 = BC « AABC vuòng tại A. 

b. Học sinh lự làm - Tương tự bài tập 2. 


Bài tập 4. 

a. Gọi G là trọng tâm AABC. 

Trong AGBC, ta có: 

GB + GC>BC« ^BN + ịcP>BC 
3 3 

3BC 

«BN + CP> ^ = 21cm, đpcm. 



b. Sử dụng cách chứng minh như trong câu a), ta cũng có: 


AM + CP>^=15. . (2) 

AM + BN> - 12. (3) 

2 


Cộng theo vế(I), (2), (3), ta được : 2(AM + BN + CP) >21+15+12 
o AM + BN + CP> 24, đpcm. 

Bài tập 5. 

a. Trong AABC, ta có: 

• Vì AH là dường cao nên: ẤHB = ÃHC = 90° 

■ Vì AH là trung tuyến nên: HB = HC. 

Xét hai tam giác AAHB và AAHC, ta có: HB = HC 

ẤHB = ÃHC = 90° 

AH chung 

suy ra: AAHB = AAHC (c.g.c) => AB = AC o AABC cân tại A. 

b. Ta có nhận xét: 

■ Vì AABC cân tại A nên: AB = AC và B = c 

■ Vì AH là trung tuyến nên: HB = HC. 

Xét hai tam giác AAHB và AAHC, 
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ta có: AB = AC 
B = c 

HB = HC 

suy ra: AAHB = AAHC (c.g.c) => Hi = H 2 

Mặlkhác: H| +ÍỈ 2 = 180"e>2Hi = 180° o H| = H 2 =90" 

<=> AH là đường cao. 

Bài tập 6. Giả sử AABC có các trung tuyến AM, BN, CP, khi đó: 

AM = BN = CP = ~ oGA = GB = GC = \ .=^ệ . 

2 3 2 3 

Bài tập 7. Hướng dẩn (Học sinh tự vẽ hình) 

a. Nhận xét rằng: 

■ Vì D. E theo thứ tự là trung điểm cùa BC. AB nên DE // AC. 

■ Vì CM // DE và c là trung diêm DH nên M là trung điểm của EH. 

b. Trong AKEH, ta có: 

■ KM là một trung tuyến 

■ D là trọng tâm 

do dó K, D, M thẳng hàng. 

Bài tập 8. Học sinh tự làm. 

Bài tập 9. Gọi K là trung điểm của GB. 

Xét AGMK: 



■ Sử dụng bất đảng thức tam giác, ta có: 

GM < GK + KM o 3GM < 3GK + 3KM « AM < BN + CP. 
Các bất dẳng thức còn lại chứng minh tương tự. 
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Bài lập 10. Học sinh tự vẽItình theo cách dựng. 

a. Ta thực hiện như sau: 

■ Dựng AABD khi biết độ dài ba cạnh, với: AB = 3cm, BD = 4cm, AD = 5cm 

■ Lấy M là trung điểm AD. Trên tia đối cùa tia MB lâ'y điểm c sao cho 
BM = CM. 

Nòi A, B, c ta được AABC cần dựng. 

b. Học sinh tự làm. 

c. Học sinh tự làm. 

Bài tập 11. Giả sử AABC có các đường trung tuyến, trọng tâm G. Gọi K là trung 
điểm của GB. 

a. Với AM = BN = 6cm, CP = 9cm .Ta có thẻ’ lựa chọn một trong hai cách sau: 
Cách ỉ: Ta lần lượt thực hiện: 

■ Dựng AGKM khi biết độ dài ba cạnh, với: 

GM = ị AM = 2cm, GK = ị BN = 2cm, KM = ị CP = 3cm. 

3 3 3 

■ Trên tia đôi của tia GM lấy điểm A sao cho AG = 2GM. 

* Trên tia đối của tia KG lấy điểm B sao cho BK = GK. 

■ Trên tia đối của tia MB lấy điểm c sao cho CM = BM. 

Nối A, B, c ta được AABC cần dựng. 

Cách 2: Ta lần lượt thực hiện: 

■ Dựng AGBD khi biết độ dài ba cạnh, với: 

2 2 __ _ 2 _ 

GD= r AM = 4cm,GB= ^BN = 4cm,BD= ^CP = 6cm. 

3 3 3 

■ Trên tia đối cùa tia GD lấy điểm A sao cho AG = GD. 

■ Lấy M là trung điểm GD. Trên tia đối của tia MB lấy điểm c sao cho 
BM = CM. Nối A, B, c ta dược AABC cần dựng. 

b. Học sinh tự làm tương tự. 
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TÍNH CHAT TIA PHAN GIÁC 
CỦA MỘT GÓC 

I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. ĐỊNH LÍ VỀ TÍNH CHẤT CÁC ĐIỂM THUỘC TIA PHÂN GIÁC 



Chúng ta mới chỉ biết rằng "Tia phán giác cùa một góc thì chia góc đó thành hai 
góc bảng nhau " mà chưa dược làm quen với tính chất điểm của tia phân giác. 
Để tiện cho việc bắt dầu chúng ta thực hiộn thí dụ sau: 

Thí du 1: Cho góc xOy khác góc bẹt. Trên tia phân giác Ot của góc xOy lấy điểm 
M bất kì. Chúng minh rằng điểm M cách đều Ox và Oy. 


Gọi H, K theo thứ tự là hình chiếu cùa M lên Ox và Oy. Ta cần đi chứng minh 
MH = MK. 


Thật vậy, xét hai tam giác vuông AOMH và AOMK, có: 
OM chung 

Ôị = Ô 2 , vì Ot là phân giác 
do đó: 



AOMH = AOMK (cạnh huyền - góc nhọn) => MH = MK, đpcm. 

Như vậy, ta có kết quả (được gọi là định lí thuận) như sau: 

Điểm nằm trên tia phân giác của một góc thì cách đều hai cạnh của góc đố. 


Như vậy, với góc xOy có tia phân giác Ot thì 
Me Ot =5 kc(M, Ox) = kc(M, Oy) o 
=> MH = MK. 



X 


y 


Nhăn xét : Từ kết quả của định lí trên gợi ý cho chúng ta giải bài toán " Tìm 
điểm M thuộc hình (H) cách đểu hai cạnh cùa một góc xôy cho 
trước ", bởi khi đó M chính là giao điểm của (H) với tia phân giác 
của góc xôy. 

Thí du 2: Cho AABC nhọn. Tìm điểm D thuộc trung tuyến AM sao cho D cách 
đéu hai cạnh của góc B. 

Giải 

Ta thấy ngay, điểm D phải tìm là giao điểm cùa trung tuyến AM với tia phân 
giác góc B. 
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Nhản xét : Tới đây, một câu hỏi thường được các em học sinh dặt ra là ''Điều 

Iigưực lại của địnli lí trên có dũng kltông '/". Tức là " Một điểm nằm 
hên trong một góc và cách dền hai cạnh cùa góc thì có nằm trên 
tia phân giác cùa góc dó kltỏng dể trả lời câu hỏi này chúng ta 
xem xét tiếp thí dụ sau. 

Thí du 3: Cho điểm M nằm bên trong góc xOy và cách đều hai cạnh của góc 
này. So sánh sô' đo của hai góc MOx và MOy . 

Giải 

Gọi H, K theo thứ tự là hình chiếu của M lên Ox và Oy. Theo già thiết ta có 
MH = MK. 

Xét hai tam giác vuông AOMH và AOMK, ta có: 

OM chung o 

MH = MK 
do đó: 

AOMH = AOMK (cạnh huyển - cạnh góc vuông) 

=> MÕĨĨ = MỠK e> MỠX = Mồỹ 
=> M thuộc tia phân giác của góc xOy . 

Như vây, ta có kết quả (được gọi là định lí đào ) như sau: 

Điểm nằm bên trong một góc và cách đều hai cạnh của góc thì nằm trên tia 
phân giác của góc đó. 

Như vậy, với góc xOy và điểm M sao cho 

kc(M, Ox) = kc(M, Oy) => MỠX = MÕỹ 
, => OM là tia phân giác cùa góc xOy . 

Từ hai định lí trên ta có: 

Tập hợp cốc điểm nằm bên trong một góc và cách đều hai cạnh cùa góc là tia 
phân giác của góc đó. 
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Thí du 4: Cho AABC. Chứng minh ràng hai đường phân giác của hai góc ngoài 
tại B và c và phân giác trong của góc A cùng đi qua một điểm. 

Giải 

Gọi M là giao điểm của hai dường phân giác của hai góc ngoài tại B và c. Ta cần 
di chúng minh M thuộc tia phân giác cùa góc A. 

Thật vậy, kẻ MH1 AB, MD1 BC, MK 1 AC, suy ra: 

MH = MD, vì M thuộc tia phân giác góc ngoài tại B. 

MK = MD, vì M thuộc tia phân giác góc ngoài tại c. 
suy ra: 

MH = MK o M thuộc là tia phân giác của góc A . 

Nhân xét : Như vậy, để thực hiện thí dụ trên chúng dã sử dụng cả dịnh lí 

thuận và dịnh lí dào. 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOẠ 



Ví du 1: Cho AABC vuông tại A. Vẽ ADBC vuông cân tại D ở phía ngoài 
AABC. Chứng minh rằng AD là tia phân giác cùa góc A. 


Giải 

Kẻ DH JL AB, DK 1 AC. 

Xét hai tam giác vuông ADHB và ADKC, ta có: 

DB = DC, vì ADBC cân tại D 

HDB = KDC, chúng lằ hai góc nhọn có cạnh tương 
ứng vuông góc 



do đó ADHB = ADKC (cạnh huyền - góc nhọn), suy ra: 


DH = DK « AD là tia phân giác của góc A. 

Nhân xét : Như vậy, để chúng minh tia Ot là phân giác của góc xOy chúng ta 

có thể lựa chọn một trong hai cách sau: 

Cácli 1: Chứng minh tOx = tOy. 

Cách 2: Lấy điểm M trên Ot, kẻ MH 1 Ox, MK ± Oy. Ta đi 
chứng minh MH = MK. 
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Vì du 2: Cho góc xôy. Lấy các điém A, B thuộc Ox sao cho OA > OB. Lấy các 
điểm c, D thuộc Oy sao cho oc = OA và OD = OB. Gọi E là giao điểm cùa AD 
và BC. Chứng minh rằng: 

a. AD = BC. 

b. AABE = ACDE. 

c. OE là tia phân giác cùa góc xôy. 

Giải 

a. Xét hai tam giác AOAD và AOCB, ta có: 

OA = oc, giả thiết 
o chung 

OD = OB, giả thiết 

suy ra: AOAD = AOCB (c.g.c) => AD = BC. 

b. Xét hai tam giác AABE và ACDE, ta có: 

A = c , theo kết quà câu a) 

AB = OA - AB = oc - OD = CD, dựa theo giả thiết 
B| = 180" - ố 2 = 180" - Dỉ = D|, dựa theo kết quả câu a) 
suy ra: AABE = ACDE (g.c.g) 

c. Xét hai tam giác AAOE và ACOE, ta có: OA = oc, giả thiết 

A =c , theo kết quả câu a) 

AE = CE, theo kết quả câu b) 
suy ra: AAOE và ACOE (c.g.c) => o , = o 2 
<=> OE là tia phân giác cùa góc xôy. 

Nhản xét : Ví dụ trên, chỉ ra cho chúng ta một phương pháp để dựng tia phản 

giác của góc xồy, cụ thể ta thực hiện: 

Bước l: Lấy các điểm A, B thuộc Ox. Lấy các điểm c, D 
thuộc Oy sao cho OC = OA và OD = OB. 

Bước 2: Xác định giao điểm I của AD và BC. Khi dó OI 
chính là tia phản giác của góc xOy. 
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Ví du 3: Cho AABC. Chứng minh rằng: 

a. Nếu đường trung tuyến AM dóng thời là duờng phân giác cùa góc A thì AABC cân 
tại A. 

b. Nếu AABC cản tại A thì đường trung tuyến AM cũng đồng thời là đường 
phân giác cùa góc A . 

Giời 

a. Kẻ MH 1 AB, MK 1 AC. 

Vì AM là phân giác góc A nên MH = MK. 

Xét hai tam giác vuông AHBM và AKCM, ta có: BMC 

MH = MK 

BM = CM, vì AM là trung tuyến 
suy ra: AHBM = AKCM (cạnh huyền - cạnh góc vuông) 

=> Ề = c o AABC cân tại A. 

b. Xét hai tam giác AAMB và AAMC, ta có: AB = AC, vì AABC cân tại A 

B = C, vì AABC cân tại A 
MB = MC, vì AM là trung tuyến 
suy ra: AAMB = AAMC (c.g.c) => Â , = Ẩ 2 
o AM là đường phân giác cùa góc A . 

Nhân xét : Câu a) còn có thể được chứng minh bằng cách lấy điểm A| trén tia 

AM sao cho MA = MA| - Đề nghị các em ỈIỌC sinh thực hiện theo 
cách này. 

m. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 
Câu hỏi 1: Phát biểu và chứng minh định lí thuận. 

Câu hỏi 2: Phát biểu và chứng minh định lí đảo. 

Câu hỏi 3: Nêu cách dựng dường phân giác của góc xOy . 
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IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Cho hai đường thẳng XX,, yy, cắt nhau tại o. 

a. Chứng minh hai tia phân giác Ot, Ot, của một cập góc kề bù tạo thành một 
góc vuông. 

b. Chứng minh rầng nếu M thuộc dường thẳng Ot hoặc Ot, thì M cách đéu hai 
đường thẳng XX, và yy,. 

c. Chứng minh rằng nếu điểm cách dều hai đường thảng XX, và yy, thì M thuộc 
dường thẳng Ot hoậc Ot|. 

d. Hãy đưa ra nhận xét về tập hợp các điểm cách dều hai dường thẳng cất nhau 
XX|, yy,- 

Bài tập 2. Cho AABC. Chứng minh rầng: 

a. Nếu đường cao AM dồng thời là đường phân giác của góc A thì AABC cân 
tại A. 

b. Nếu AABC cân tại A thì dường cao AM cũng dông thời là đường phân giác 
của góc A. 

Bài tập 3. Cho AABC. Chứng minh rằng hai dường phân giác cùa hai góc B và c 

và phân giác cùa góc Â cùng đi qua một điểm. 

Bài tập 4. Cho AABC, đường cao AH. Vẽ điểm D sao cho AB là đường trung trục 

cùa HD. Vẽ diểm E sao cho AC là đường trung trực cùa HE. Giả sử DE cắt AB, 

AC theo thứ tự tại I và K. Chứng minh rằng: 

a. 1B là tia phân giác cùa góc HID. 

b. KC là tia phân giác của góc HKE . 

c. HA là tia phân giác cùa góc IHK . 

d. IC là tia phân giác của góc HIK , từ đó suy ra IC vuông góc với AB. 

e. KB là tia phân giác của góc HKI, từ dó suy ra KB vuông góc với AC. 
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V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỔ 


Bài tập 1. Học sinli tự làm. 

Bài tập 2. 

a. Xét hai tam giác vuông AABM và AACM, ta có: 

A , = A 1 , vì AM là phân giác góc A 
AM chung 

suy ra: AHBM = AKCM (góc nhọn - cạnh góc vuông) 



=> B = c « AABC cân tại A. 

b. Xét hai tam giác vuông AAMB và AAMC, ta có: 
AB = AC. vì AABC cân tại A 


B = c, vì AABC cân tại A 


suy ra: AAMB = AAMC (cạnh huyền - góc nhọn) => A I = A 2 
o AM là đường phân giác cùa góc A . 

Bài tập 3. Gọi M là giao điểm cùa hai đường phân giác cùa hai góc B và c. Ta cần di 
chứng minh M thuộc tia phân giác cùa góc A . 

Thật vậy, kẻ MH 1 AB. MD1 BC. MK 1 AC 
Ta có: 

MH = MD, vì M thuộc tia phàn giác góc B. 

MK = MD, vì M thuộc tia phàn giác góc c. 
suy ra: MH = MK <=> M thuộc là tia phủn giác cùa góc A 

Bài tập 4. 

a. Vì AHID càn tại I nên IB là tia phân giác của 
góc HID. 

b. Vì AHKE cân tại K nên KC là tia phân giác 
cùa góc HKE. 

c. Trong AIHK, nhận xét rằng: 

■ Theo kết quả câu a) suy ra IA là phân giác ngoài cùa góc 1. 
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■ Theo kết quả câu b) suy ra KA là phân giác ngoài cùa góc K. 

Từ đó. suy ra HA là tia phân giác của góc IHK . 

d. Trong AIHK. nhận xét rằng: 

• Theo kết quà câu b) ta có KC là phân giác ngoài của góc K. 

■ Theo kết quả câu c) ta có HA là tia phân giác cùa góc H. 

Mặt khác: HA 1 HC => HC là phân giác ngoài của góc H. 

Từ dó, suy ra IC là tia phân giác cùa góc HIK . 

Trong AIHD, nhận xét rằng: 

■ IB là tia phân giác của góc I. 

■ IC là tia phân giác ngoài cùa góc I. 

Từ dó, suy ra: IC1 IBoIC-L AB. 

KB là tia phân giác cùa góc HKI, từ đó suy ra KB vuông góc với AC. 

e. Chứng minh tương tự như câu d) - Đé nghị học sinh tự làm. 



■ TÍN1I (1141 R\ tH ÒV; PHÂN 
GIÁC CỦA TAM GIÁC 

L KIẾN THỨC Cơ BẢN 
1. ĐƯỜNG PHÂN GIÁC CỦA TAM GIÁC 
Ta có định nghĩa: 

■ Trong AABC, tia phân giác cùa góc Â cắt cạnh BC tai điềm M, khi đó đoạn thẳng 
AM được gọi là dường phân giác {xuất phát từ đinh A) cùa AABC. Đôi khi, ta cũng 
gọi đường thẳng AM là đường phân giác của AABC. 

■ Mỗi tam giác có ba đường phân giác. 


Chứ Ỷ: Chúng ta đã có được các kết quả: 

"Trong tam giác cân đường phân giác xuất phát từ đỉnh tlù cũng là 
đường cao, đường trung tuyến, đường trung trực cùa cạnh đáy 

Thi du 1: Cho AABC, các đường phân giác BK, CH cắt nhau tại I. Tính so đo 
của góc A , biết BIC = 125°. 

Giòi 

Vì BK, CH là các đuừng phân giác nên: ồ 2 = 2 ®’ ^2 
Trong AIBC, ta có: Ẽ2 + c 2 = 180° - BIC 

o ^Ị§ + cỊ= 180° -125° = 55° o B + C = 110° 

Trong AABC, ta có: Ằ = 180" - (B + C) = 18Ơ' - 1 lơ' = 70". 

Vậy, ta có Â = 7Ơ\ 

Thí du 2: Cho AABC vuông tại A, có AB = 3cm, B= 60". Tính độ dài đường 



B c 


phân giác BD. 

Giải 

Đặt BD = X. Trong AABD vuông tại A, ta có: 
Bi =3ơ\vìố =60°«AD=ÌBD=| 
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BD 2 = AB 2 + AD 2 o X J = 9 + 

4 


<=> 4x 2 = 36 + X 2 o 3x 2 = 36 o X 2 = 12 o X = 2yfì cm. 

Vậy, độ dài phân giác BD = 2 V 3 cm. 

2. TÍNH CHẤT BA ĐƯỜNG PHÂN GIÁC CÚA TAM GIÁC 

Chúng ta đã biết được "Ba đường trung tuyến của một tam giác cùng đi qua một 
điểm" và câu hỏi đặt ra là "Ba đường phân giác cùa tam giác có tính chất này 
không?", câu trả lời là có và chúng ta sẽ chứng minh nhận định này thông qua 
thí dụ sau: 

Thí du 3: Chứng minh rằng ba đường phân giác của tam giác cùng đi qua một 
điểm. 

Giải 

Xét AABC, gọi 1 là giao điểm cùa hai dường phân giác của hai góc B và c. Ta 
cần di chứng minh I thuộc tia phân giác của góc A . 

Thật vậy, kẻ IH 1 AB. ID1 BC, IK1AC, suy ra: 

IH = ID, vì I thuộc tia phân giác góc B. 

IK = ID, vì I thuộc tia phân giác góc C. 
suy ra: IH = IK o I thuộc là tia phân giác của góc A . 

Tức là, ba dường phân giác của AABC cùng đi qua 
điểm I và ta có thêm IH = IK = ID, nghĩa là điểm I 
cách đều ba cạnh cùa AABC. 

Như vậy, ta có kết quả sau: 

Ba đường phân giác của một tam giác cùng đi qua một điểm. Điểm này cách 
đều ba cạnh cùa tam giác đó. 



Nhân xét : Từ kết quả trên ta suy ra đuợc: 

1. Để tìm điểm I trong AABC cách đểu ba cạnh của tam giác, ta 
chi cần dựng hai tia phân giác cùa hai góc và khi đó giao điểm 
I của chúng là điểm cần tìm. 

2. Nếu hai duờng phân giác góc B và c cắt nhau tại I thì AI 
chính là tia phân giác của góc A . 


r 



Thí du 4: Cho AABC có Â = 8Ơ’, các đường phân giác BK, CH cắt nhau tại I. 
a. Nối 1A, tính số đo góc BAI. 


b. Tính sô' đo góc BAI. 

Giải 

a. Ta thấy ngay IA là phân giác cùa góc Â nên: 
BÃĨ = 1 Â = 40". 

Vây, ta có BAI = 40". 



b. Trong AABC, ta có: B + c = 180° - Â = 180" - 80" = 100". 


Vì BK, CH là các đường phân giác nên: §2 = ^ B, C 2 = ^ C. 


Trong AIBC, ta có: BIC = 180°-(§2 +62) = 180° -^B + ^cj 
= 1 80° - ị (B + c) = 180° - ị . 100° = 1 30° 

Vậy. ta có BĨC = 13Ơ 1 . 

Thí du 5: Cho AABC cân tại A. Gọi G là trọng tâm cùa tam giác, gọi I lằ giao 
điểm các đường phân giác cùa tam giác. Chứng minh rằng ba điểm A, G, 1 thảng 
hàng. 

Giải A 

Ta có ngay: 

■ G thuộc trung tuyến AM. 

■ AABC cân tại A nên AM cũng là đường phân 

giác, do dó I thuộc AM. BMC 

Vậy, ba điểm A, G, I thẳng hàng. 



Nhânxét: Nếu AABC là tam giác đều thì ba dường trung tuyến chính là ba 

dường phân giác, do dó trọng tăm G cách đểu ba cạnh của tam 
giác. 
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II. CÁC ví DỤ MINH HOẠ 


Ví du 1: Cho AABC, các dường phân 1 
ràng BIC là góc tù. 

Giải 

Trong AABC, ta có: B + C = 180° - A 
Vì BK. CH là các đường phán giác nên: 

Ẽ2 =ị 


: BK. < 11 cát nhau tại 1. Chứng minh 
A 


Tâôac. 



Trong AIBC. ta có: 

BĨC = 180 ( '-(b 2 + c 2 )=180" - Ib.Ic) 

= 180°-^(B + c)=180 o -^(l80 o -Â)-90 o + y>90° 

Vậy, ta có BIC là góc tù. 

Ví du 2: Cho AABC. Hai dường phân giác cùa hai góc B và C cắt nhau tại I. Hai 
đường phân giác của hai góc ngoài tại B và c cắt nhau tại M. Chứng minh rằng 
A, I, M thẳng hàng. 

Giải 

Từ giả thiết, hai đường phân giác của hai góc B và C cắt nhau tại I suy ra AI là 
tia phân giác của góc A. 

Ta đi chúng minh M thuộc tia phân giác cùa góc À. 

Thật vậy, kẻ MH1 AB, MD1 BC, MK 1 AC, suy ra. 

MH = MD, vì M thuộc tia phân giác góc ngoài tại B. 

MK = MD, vì M thuộc tia phân giác góc ngoài tại C. 
suy ra: MH = MK <=> M thuộc là tia phân giác của góc A . 

Vậy, ba điểm, A, I, M thẳng hàng. 

, Ví du 3: Cho AABC. Hãy tìm điểm sao cho: 

a. Khoảng cách từ nó đến các đường thẳng AB, BC, AC bằng nhau. 

b. Khoảng cách từ nó đến các dường thẳng AB, BC, AC bằng nhau và khoảng 
cách này là ngắn nhất. 
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Giải 

a. Điểm I thoà mãn điều kiện đầu bài, có thể là: 

Trường hợp I: Điểm 1 là giao điểm ba đường phân 

giác của AABC, khi đó theo tính chất thì khoảng 
cách từ I đến các đường thảng AB, BC, AC bằng 
nhau. 

Trường hợp 2: Dựa trên kết quả đã được chứng minh " 

Cho AABC. Hai dường phân giác của hai góc ngoài 
tại B và c và phân giác trong cùa góc Â cùng di qua 
một điểm ", khi đó ta nhận được điểm lị. 

Trường hợp 3: Tương tự, chúng ta nhận được điểm I 2 là giao điểm cùa hai đường 
phân giác cùa hai góc ngoài tại c và A. 

Trường hợp 4: Tương tự, chúng ta nhận dược điểm I, là giao điểm của hai đường 
phân giác cùa hai góc ngoài tại A và B. 

Vậy, ta tìm duợc 4 điểm l, lị, I 2 ,1, cách đều các đuừng thẳng AB, BC, AC. 

b. Khoảng cách từ I dến các dường thảng AB, BC, AC bằng nhau và khoảng cách 
này là ngắn nhất. 

III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hỏi 1: Phát biểu định nghĩa dường phân giác của tam giác. Tại sao mỗi tam 
giác chỉ có đúng ba dường phân giác ? 

Câu hỏi 2: Phát biểu và chứng minh tính chất của ba dường phân giác cùa một 
tam giác. 

Câu hỏi 3: Trọng tâm của tam giác dều có cách dểu ba cạnh của nó không ? Vì 
sao ? 

Cáu hỏi 4: Chúng minh rằng nếu tam giác có duờng trung tuyến dông thời là dường 
phân giác thì tam giác đố là một tam giác cân. 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Cho AABC có A = 6Ơ’, các đường phân giác BK, CH cắt nhau tại I. 

a. Tính số do góc BAI. 

b. Tính số đo góc BĨC. 
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c. Điếm 1 có cách đểu ba cạnh cùa AABC không ? Vì sao ? 

Bài tập 2. Cho AABC có A = 2(B + C), các đường phân giác BK, CH cắt nhau 
tại I. Tính sô' đo góc BIC. biết: 

a. A = a. b. A =2(B + C). 

Bài tập 3. Cho AABC, các đường phân giác BK, CH cát nhau tại I. Tính so đo của 
góc A , biết: 

a. ẽĩc = 121". 

b. B1C = a, với a > 90". 

Bài tập 4. Cho AABC vuổng tại A. Tính độ dài duờng phân giác BD, biết: 

a. AB = 6cm, §=60°. 

b. AB = 9cm, c = 30°. 

c. AB = 3cm, AC = 3\Ỉ3 . 

Bài tập 5. Cho AABC cân tại A. Gọi M là trung điểm BC, Gọi E, F là chân các dường 
vuông góc kẻ từ M đến AB và AC. Chứng minh rằng ME = MF. 

Bài tập 6. Cho AABC cân tại A. Các đường phân giác BD. CE cắt nhau tại 1. 
Chứng minh rầng AI di qua trung điểm cùa BC. 

Bài tập 7. Cho AABC có A = 12Ơ’. Các dường phân giác AD, BE, CF. 
a. Chứng minh rằng DE là tia phân giác cùa ADC. 
u. Tính số đo của góc EDF . 

V. HƯỚN*' DẪN - ĐÁP SỐ 

Bài tập 1. 

a. BÂÌ = 3Ơ*. b. BĨC = 120°. 

c. Điểm I có cách đều ba cạnh của AABC vì nó là giao điểm của ba đuờng phân giác. 
Bài tập 2. 
a. Học sinli tự làm. 
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b. Xét AABC. ta có: Â + § + c = 18Ơ’ e> 2 ( B + c ) + § + c = 180" 
o 3 lB+C)= 1 80" <=> § + c = 60 " 

Vì BK, CH là các đường phân giác nên: ố 2 = i B, 02 = 

Trong AI BC, ta có: ẾĨC = 180 "-(b 2 + c 2 )= 180 °-^B + icj 

= 180° - Ị (ồ + c) = 180° - ^60° = 1 50 ° 

Vậy, ta có BĨC = 150°. 

Bài tập 3. 

a. Â = 62°. 

b. Vì BK, CH là các đường phàn giác nên: 

B 2 =iồ, c 2 =^c 
Trong AIBC, ta có: 

Ồ 2 +C 2 = 180°-BĨCo^(B + c) = 180 0 -aoB + C = 60°-2a 
Trong AABC, ta có: Â = 180° - (b + c) = 180° - 360° + 2a = 2a - 180° 

Vậý, ta có A = 2a - 18Ơ'. 

Bài tập 4. Đạt BD = X. Q 

a. Trong AABD vuông tại A, ta có: 

B| = 30", vì B = 6Ơ' <=> AD = ị BD =ị. 

2 2 

2 A D c 

BD 2 = AB 2 + AD 2 o X 2 = 36 + 

4 

<=> 4x 2 = 144 + X 2 o 3x 2 = 144 o X 2 = 48 o X = 4s/ĩ cm. 

Vậy, độ dài phân giác BD = 4\Í3 cm. 

b. Học sinh tự làm tương tự câu a) với nhận xét B = 90" - c = 60". 

c. Trong AABC vuông tại A, ta có: 

Bơ = AB 2 + Aơ = 9 + 27 = 36 
oBC = 6 = 2ABo Ố =6Ơ’. 
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Trong AABD vuổng tại A, ta có: 

Bi = 30". vì B = 60" » AD = I BD - x 
2 

BD 2 = AB 2 + AD 2 ox 2 = 9+- 
4 


B 



A D c 


<=> 4x 2 = 36 + X 2 <=> 3x 2 = 36 o X 2 = 12 < > X = 2v3 cm. 

Vậy. độ dài phân giác BD = 2\Í3 . 

Bài tập 5. Vì AABC cân tại A nên AM vừa là dường trung luyến vừa là phân giác 
cùa góc Â, suy ra điểm M cách đéu hai cạnh AB và AC, tức là ME = MF. 

Bài tập 6. Nhận xét rằng: 

■ Các dường phủn giác BD, CE cắt nhau tại I nên AI là tia phân giác góc Â. 

■ AABC cáfl tại A nẻn AI cũng là dường trung tuyến, do đó tia AI đi qua trung 
diêm cùa BC. 
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lí MI CIIVI TltUNG 

IKỊC CÙA MỢI IMIẠN THANG 


I. KIẾN THỨC CO BẢN 

1. ĐỊNH LÍ VỂ TÍNH CHẤT CÁC ĐIỂM THUỘC ĐƯỜNG TRUNG TRỤC 

Chúng ta mới chi biết rằng "Đường trung trực cùa một doạn tliẳng thì đi qua 
trung diểm cùa đoạn thẳng và vuông góc với đoạn thẳng đó " mà chưa được làm 
quen với tính chất điểm cùa đường trung trực. Để tiện cho việc bắt đầu chúng ta 
thực hiện thí dụ sau: 

Thí du 1: Cho đoạn thẳng AB. Trên đường trung trực d cùa AB lấy điểm M bất 
kì. Chứng minh rằng MA = MB. d 

Giài ị \ 

Gọi H là trung điểm AB. / \ 

Xét hai tam giác vuông AAMH và ABMH, ta có: / \ 

MH chung A H B 

AH = BH, vì H là trung điểm AB 

do dó: AAMH = ABMH (hai cạnh góc vuông) => MA = MB, đpcm. 

Như vậy, ta có kết quả (dược gọi là địtdi lí thuận) như sau: 

Điểm nằm trên dường trung trực cùa một đoạn thẳng thì cách đều hai mút cùa 
đoạn thẳng đó. 

Như vậy, với đoạn thẳng AB và đường trung trực d của nó thì 
Me d => MA = MB. 

Nhản xét : Từ kết quà của định lí,trên gợi ý cho chúng ta giải bài toán " Tìm 
điểm M thuộc lành (H) cách đều hai diểm A và B cho trước ", bởi 
khi đó M chính là giao điểm của (H) với dường trung trực của 
đoạn thẳng AB. 

Thí du 2: Cho AABC. Tim điểm D sao cho D cách đểu hai cạnh cùa góc B và D 
cách dểu hai điểm A và c. 

Giải 

Ta thấy ngay, diểm D phải tìm là giao điểm của tia phân giác góc B với đường 
trung trực cùa AC. 
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Nhân xét : Tới đây. một câu hỏi thường dượt các em học sinh đạt ra là " Điều 

Iigược lại của địnli lí trêu có (lúng khung * Tức là " Một điểm 
cách đều hai đầu mút cùa mót (loạn thang cho trước thì cố nằm 
trên đường trung trực của (loạn thẳng (tó không 'ỉ ", để trả lời câu 
hói này chúng ta xem xét tiếp thí dụ sau. 

Thí du 3: Cho MA = MB. Chứng tỏ rằng M thuộc đường trung trục của AB. 

Giải 


Xét hai trường hợp: I ^ 

Trường hợp /: Nếu M e AB thì vì 

MA = MB => M là trung điểm của AB — 

=> M thuộc đuừng trung trục của AB. 

Trường liựp 2: Nếu M Ể AB 

Kẻ MH 1 AB, ta phải di chứng minh HA = HB. 

Thậy vậy, xét hai tam giác vuông AAMH và ABMH, ta có: 

MH chung 
AM = BM, giả thiết 

do đó: AAMH = ABMH (cạnh huyền - cạnh góc vuông) 

=> HA = HB, đpcm. 

Như vậy, ta có kết quả (dược gọi là dịnh li dào) như sau: 



Điểm cách đều liai mút cùa một đoạn thẳng thì nằm trên dường trung trực cùa 
đoạn thẳng đó. 


Như vậy, với đoạn thẳng AB và đường trung trực d 
của nó thì 

MedoMA = MB. 



B 


Thí du 4: Cho ba tam giác cân ADBC, AEBC, AFBC chung dáy BC. Chứng 
minh rằng ba điểm D, E, F thảng hàng. 

Giải 

Gọi d là đường trung trực cùa BC, ta lần lượt nhạn xét: 

■ ADBC cản tại D nên: DB = DC => D € d. 

■ AEBC cân tại E nên: EB = EC => E 6 d. 

■ AFBC cân tại F nên: FB = FC => F e d. 

Vậy, ba diểm D, E, F cùng thuộc dường thẳng d nên chúng thẳng*hàng. 
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Từ hai định lí trên ta có: 


Tập hợp các điểm cácli đều liai mút cùa một đoạn thắng là đường trung trực 
của đoạn thẳng đó. 


Nhản xét : Như vậy, với AB cho trước thì tập hợp 

các điểm c sao cho AABC cân tại c là 
dường trung trực cùa đoạn tháng AB. 
trừ trung diêm M của AB. 



B 


2 . 


CÁCH DỤNG ĐƯỜNG TRƯNG TRỰC 

Để dựng dường trung trực d của đoạn thẳng AB cho trước bằng thước và compa, 
ta thực hiện theo các bước: 


Bước ỉ . Lấy điểm A làm tâm vê cung tròn có bán 

kính R > ị AB. 

2 

Lấy diổm B làm tâm vẽ cung tròn có bán kính R. 

Hai cung tròn này cắt nhau tại p và Q. 

Bước 2: Dùng thức vẽ đường thảng PQ, đó là dường 
trung trực d của đoạn thảng AB, 



B 


2 . 


Khi vẽ hai cung tròn trên, ta phải lấy bán kính R > Ỷ AB thì hai 


cung tròn đó mới có hai diêm chung. 

Giao diểm cùa dường thảng PQ với đoạn thẳng AB là trung diổm 
của đoạn thảng AB, do dó cách dựng trẽn cũng là cách dựng trung 
điểm cùa doạn thảng bằng thước và compa. 


Thí du 5: Cho AABC. Hai đường trung trục của AB và AC cắt nhau tại o. Chứng 
minh ràng o thuộc dường trung trực cùa BC. 

Giải 

Ta cần di chứng minh OB = oc. 

Thật vậy, ta có: 

OA = OB, vì o thuộc dường trung trực của AB. 

OA = oc, vì o thuộc dường trung trực cùa AC. 



suy ra: OB = oc » o thuộc đường trung trực của BC. 

Nhân xét : Như vậy, dể thực hiện thí dụ trên chúng dã sử dụng cả định lí 

thuận và định lí đảo. 


144 



H. CÁC VÍ DỤ MINH HO Ạ 

Ví du 1: Cho hình vẽ: 

a. Chứng minh ràng PQ là đường trung tnrc cua Alt 

b. Chứng minh rằng MA > MB. 

Giai 

a. Từ hình vẽ. ta có ngay: 

PA = PB = R o p thuộc dirờng trung trực cua AB. 


d. 


\ M 


A 



B 


QA = QB = R =r> Q thuộc dường trung trực cua AB. 

Vậy. PQ là dường trung trực cùa AB. 
b. Gọi N là giao diêm của AM với d. suy ra N A = NB. 

Trong ABMN, ta có: 

MB < MN + NB = MN + NA = AM. dpcm. 

Nhàn xét : Như vậy, dể chứng minh dường tháng d là đường trung trực cùa 

doạn thảng AB chúng ta có the lựa chọn một trong hai cách sau: 
Cách I: Chứng minh d di qua trung diếm M cùa AB và vuông 
góc với AB. 

Cách 2: Lấy hai diêm P, ọ trên (I. Ta di chứng minh PA = PB và 
OA = QB. 

Ví du 2: Cho hai điếm A, B và dường tháng d sao cho AB không vuông góc 
với d. Vẽ dường tròn có tàm o thuộc d và di qua hai diòm A. B. 



Ta lần lượt thực hiện: 

■ Dựng dường trung trực a cùa doạn tháng AB. 

■ Vì AB không vuông góc vói d ncn a cát dường 
thảng d tại o. 

■ Vẽ dường tròn có tâm o bán kính OA. 

Ví du 3: Cho hai diêm M, N nám trên dường trung trực 
Chứng minh rằng AAMN = ABMN. 

Giải 

Xét hai tam giác AAMN và ABMN, ta có: 

MN chung 

MA = MB, vì M nằm trên dường trung trực cùi 
đoạn thảng AB 

NA = NB, vì N nằm trên dường trung trực cua đoạn thắng AB 



do dó AAMN = ABMN (c.c.c). 
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Ví du 4: Cho góc xOy = 80", diếm A nằm trong góc xOy . Vẽ điếm B sao cho 
Ox là dường trung trực của AB. Vẽ diêm c sao cho Oy là đường trung trực cùa 
AC. 

a. Chứng minh ràng o thuộc dường trung trưc cùa BC. 
h. Tính sô do góc BC )C . 

Giải 

a. Nhận xót ràng: 

• OA = OB, vì Ox là đường trung trực cùa AB o 

■ OA = oc, vì Oy là đường trung trực cùa AC 
do đó: OB = oc => o thuộc dường trung trực của BC. 

b. Nhận, xét rằng: 

• AOAB cán tại o nên Ô| = Ỏ 2 . 

• AOAC cân tại o nẻn Ch = O 4 . 

Khi dó: BỞC = Ô, + Ô, + Ô, + Ỏ, = 2Ôj + 2Ô, = 2(Ôj + Ô,) 

= 2 xõỳ = 2.80" = 160". Vậy, ta được BÓC = 160". 

Chú ý: Chúng ta đã được làm íịucn với dạng toán "Cho liai (tiêm A. B ừ IV 
ctÌHỊỊ một pliíu với (tường thắng (I. Tìm (tiêm c trẽn (I .sao clio 
CA + Cfi nhò nhất ", tuy nhiên khi dã có thêm kiến thức vồ tính chất 
dường trung trực cứa một doạn tháng chúng ta có thê trình háy lời giãi 
cùa hài toán này một cách don giàn hơn. Ví dụ sau sẽ minh hoạ nhận 
dinh này. 

Ví du 5: Cho đường thảng d và hai diếm A. B nàm về một phía cùa dường tháng d. 
Tim trên dường thảng d đìém c sao cho CA + CB nhỏ nhất. 

Giải 

Vẽ diêm B| sao cho d là trung trực cùa BB|. 

Gọi c là giao dicm cùa AB, và d và D là diêm hất kì 
trên d (D / C). Ta có ngay: CB = CB, : DB = DB|. 

Trong AAB,D. ta luôn có: 

AB, < DA + DB, <^> CA + CB, < DA + DB, <:> CA + CB < DA + DB. 

Vậy. điếm c cần tìm chính là giao diểm của AB| và d. 
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III. CÂU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYÊT 

Câu hói 1: Phát biểu và chứng minh định lí tliuạii. 

Cảu hói 2: Phát biểu và chứng minh (lịnh lí dáo. 

Cảu hỏi 3: Néu cách dựng dường trung trực cua đoan tháng AB. 

Cáu hoi 4: Với AB cho trước, tìm tập hơp các diếm c sao cho AABC cản tại c. 

Câu hói 5: Cho dường thảng d và hai diêm A. li nằm về một phía cùa đường 

tháng d. Tim trẽn đường thảng d diếm c sao cho CA + CB nhỏ nhất. 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NGHỊ 

Bài tập 1. Cho AABC. Tìm điểm o sao cho: 

a. o thuộc trung tuyến AM và cách déu hai dinh A. B. 

b. o cách dều các dinh A, B. C. 

c. o cách đéu các dinh A, C và cách déu các cạnh của góc Ã. 

Bài tập 2. Cho góc xOy = 60", diểm A nám trong góc xOy . Vẽ điểm B sao cho 
Ox là đường trung trực cùa AB. Vẽ điém c sao cho Oy là dường trung trực của 
AC. 

a. Chứng minh ràng OB = oc. 

b. Tính sô' đo góc BOC . 

Bài tập 3. Cho góc xOy= 120", điểm A nằm trong góc xOy sao cho xOA, 
yOA < 90". Vẽ diêm B sao cho Ox là dường trung trực của AB. Vẽ điểm c sao 
cho Oy là dường trung trực của AC. 

a. Chứng minh rằng OB = oc. 

b. Tính số do góc BOC . 

Bài tập 4. Cho góc xOy , điểm A nằm trong góc xOy . Vẽ điểm B sao cho Ox là 
đường trung trực của AB. Vẽ điểm C sao cho Oy là dường trung trực của AC. 
Tính sỏ đo cùa góc xôy, biết BOC = 110". 

Bài tập 5. Cho AABC có A = 60". Các đường trung trực cùa AB và AC cắt nhau 
tại o. Tính số do cùa các góc đinh o. 

Bài tập 6. Cho AABC. Tim trên dường phản giác ngoài góc A điểm M sao cho 
MB + MC nhỏ nhất. 
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V. HƯỚNíỉ DẨN - ĐÁP SỐ 


Bài (ập 1. 

a. o là giao điếm của trung tuyến AM với dường trung trực cùa AB. 

b. o là giao điếm của hai đường trung trực của AB và AC. 

c. o là giao điếm của phân giác góc Â với dườ:ig trung trực của AC. 

Bài tập 2. 


a. Nhận xét ràng: 

■ OA = OB, vì Ox là đường trung trực của AB 

• OA = oc, vì Oy là dường trung trực cùa AC 
do dó OB = oc. 

b. Nhận xét rằng: 

* AOAB cân tại o nên o I = o 2 . 

■ AOAC cân tại o nên ô , = ô J. 



Khi dó: 


BÔC = ô I + Ô 2 + Ô ,+ Ô 4 = 2Ô J + 2Ô, = 2(Ô 2 + ôo 
= 2 xõỹ = 2.60" = 120". 


Vậy, ta được BOC = 120". 

Bài tập 3. Thum khảo bài tập 2 với chít ý góc xôy lù góc tù. 
Bài tập 4. xOy = 55". 


Bài tập 5. Sử dụng tính cliất góc có cạnh tương ífììg vuông góc. 
Bài tập 6. Tliưm kluìo ví dụ 5. 
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IÍMI CHẤT IM tH 'òm; hum; 
Iiụ'av\ liMiiiú 

I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. ĐƯỜNG TRUNG TRỰC CỦA TAM GIÁC 
Ta có định nghĩa: 

■ Trong một tam giác đường trung trực cùa mối cạtìỉt gọi là đường trung trực cùa tam 
giác đó. 

■ Mỗi tam giác có ba đường trung trực. * 

Trong một tam giác bất kì, đường trung trực của một cạnh không 
nhất thiết đi qua đinh đối diện của cạnh ấy. Tuy nhiên, trong tam 
giác cân đường trung trực cùa cạnh đáy luôn đi qua đỉnh đối diện 
với cạnh dó. 

Chúng ta dã có được các kết quả: 

" Trong tam giác cán đường trung trực cùa cạnh đáy dồng thời là 
dường cao, đường trung tuyến của cạnh đáy ". 

Thí du 1; Cho AABC cân tại A, đường trung tuyến AM. Đường trung trực cùa 
AC cắt AM tại o. Chứng minh rằng OA = OB. 

Giải 

Vì AABC cân tại A nôn đường trung tuyến AM cQng chính là đường trung trục 
cùa BC, do dó: 

OB = oc. (1) 

Vì o thuộc dường trung trực cùa AC nên: 

OA = OC. (2) 

Từ (1), (2) suy ra OA = OB. 

2. TÍNH CHẤT BA ĐƯỜNG TRUNG TRựC CỦA TAM GIÁC 

Chúng ta dã biết được "Ba dường trung tuyến, ba đường phân giác cùa một tam 
giác cùng đi qua một điểm" và câu hỏi đặt ra là "Ba đường trung trực của tam 
giác có tính chất này khôn ?", câu trả lời là có và chúng ta sẽ chứng minh nhận 
định này thông qua thí dụ sau: 

Thí du 2: Chứng minh rằng ba đường trung trục cùa tam giác cùng đi qua một 
điểm. 
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Giãi 

Xét AABC, gọi o là giao diêm cùa hai đường trung trực cùa hai cạnh AB và AC. 
Ta cần di chứng minh o thuộc dường trung trực cạnh BC. 

Thật vậy, ta có ngay: 

OA = OB, vì o thuộc trung trực của AB. 

OA = oc, vì o thuộc trung trực của AC. 
suy ra: OB = oc => o thuộc trung trực cùa BC. 

Tức là, ba đường trung trục của AABC cùng đi qua g 

điểm o và ta có thêm OA = OB = oc, nghĩa là 
điểm o cách đều ba dinh của AABC. 

Như vậy, ta có kết quả sau: 

Ba đường trung trực cùa một tam giác cùng đi qua một điểm. Điểm này cách 
đều ba đình của tam giác đó. ! 



J .hàn xét : Từ kết quả trên ta suy ra dược: 

1. Để tìm điểm o cách đéu ba đinh cùa tam giác AABC, ta chi 
cần dựng hai đường trung trực của hai cạnh và khi dó giao 
điểm o của chúng là điểm cần tìm. 

2. Nếu hai dường trung trực cùa AB và AC cắt nhau tại o thì 
OM (với M là ưung điểm của BC) chính là đường trung trực 
của BC. 

Và, ta gọi o là tâm đường tròn ngoài tiếp AABC. 


Thí du 3: Vẽ đuờng tròn ngoại tiếp AABC trong các trường hợp: 


a. AABC nhọn. 

b. AABC vuông tại A. 

c. AABCcó Â >9Ơ'. 
Giải 

Ta có được các hình 

c 



AABC nhọn 


sau: 

A 



AABC vuông tại A 



AABC có Â > 9Ơ 1 
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Nhân xét : Qua thí dụ trên, ta có dược nhận xét: 

■ Nếu AABC nhọn thì tâm o ờ bên trong AABC. 

■ Nếu AABC vuông tại A thì tâm 0 là tru ng điểm BC. 

■ Nếu AABC có Â > 9Ơ' thì tâm 0 ư bén ngoài AABC. 

II. CÁC ví DỤ MINH HOẠ 


Ví du 1: Xác định dạng của AABC, biết giao điểm cùa ba đường trung trực, 
trọng tâm G và điểm A thảng hàng. 

Giải 

Từ giả thiết, suy ra giao điểm của ba đường trung trực thuộc AG nên AG là 
đường trung trực của BC, suy ra AABC cân tại A. 

Nhản xét : Trong tam giác đều, giao điểm của ba đường phân giác, giao điểm 

của ba đường trung tuyến, , giao diêm cùa ba đường trung trực 
trùng nhau. 

Ví du 2: Cho AABC có A > 90". Các đường trung trực của AB và AC cắt nhau 
tại o và cắt BC theo thứ tự tại D, E. 

a. Các AABD, AACE là tam giác gì ? 

b. Đường tròn tám o bán lánh OA đi qua những điểm nào trong hình vẽ. 

Giải 

a. Nhận xét rằng: 

* Vì D thuộc dường trung trục của AB nên: 

DA = DB o AABD cân tại D. 

■ Vì E thuộc đường trung trục của AC nên: 

EA = EC o AACE cân tại E. 

b. Đường tròn tâm o bán kính OA đi qua các điểm B vầ c, do đó nó là đuờng tròn 
ngoại tiếp AABC. 

Vi du 3; Chứng minh rằng các đường trung trực của tam giác vuông đi qua trung 
điểm của cạnh huyén. 

Giải 



Xét AABC vuông tại A, để thực hiện bài toán chúng ta có thể lựa chọn một trong 
hai cách sau: A 

Cách 1: Gọi o là trung điểm cùa BC, ta có: 

■ o thuộc đường trung trực cùa BC. 

B*~ 


151 



■ OA = ^ BC suy ra: 


OA = OB => o Ihuộc dường trung trực của AB. 

Vậy, các đuòng trung trực của tam giác vuông đi qua trung điểm của cạnh huyền. 

Cách 2: Gọi M là trung điểm của AB, giả sử đường trung trực của AB cắt BC tại o. 
Ta cần đi chứng minh o thuộc dường trung trực của AC. 


Xét hai tam giác vuông AOMA và AOMB, có: 

OM chung 
MA = MB 

do đó: AOMA = AOMB (hai cạnh góc vuông) 
=>Aị=B<=>Aj=Cc} AOAC cân tại o 
« OA = oc => o thuộc dường trung trực của AC. 

Cách 3: Gọi M, N theo thứ tự là trung điểm cùa AB, AC, giả sử hai 
dường trung trực của AB và AC cắt nhau tại o. Ta cần di chứng 
minh o thuộc BC. 



Ta có ngay: MÔN = Â = 9Ơ’. 

Vì o thuộc đường trung trực cùa AC nên: 

OA = OCo AOACcân tại o => o I = ô 2 . 
VI o thuộc đường trung trục cùa AB nên: 

OA = OB o AOAB cân tại o => o , = o 4 . 



Khi đó: BÔC = ô , + ô J + ô, + Ô 4 = 202 + 20, = 2(Ôj + ô ,) 


= 2 MON = 2.90" = 18Ơ’ 


o B, o, c thẳng hàng oOễ BC, đpcm. 

Ví du 4: Cho AABC cân tại A, có B = 36°. Gọi o là giao điểm của ba đường 
trung trục, I là giao điểm của ba đường phân giác. Chứng minh rằng BC là 
đường trung trực của OI. 

Giải 

Ta có ngay: BC1 OI. 

Ầ = 18Ơ 1 - (B +c) = 18Ơ’ - (36° + 36°) = 108° 
o A, = 54°. B 

Mặt khác, ta có: OA = 0Bo A0AB cân tại o o 

<=> ÕBA = Ấ, = 54°. 
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B| = OBA - B = 54" - 36" = 18°. 

Xét hai tam giác vuông AMBO và AMBI có: 

BM chung 

§2 = ị B = 18°= B| 

do đó AMBO = AMBI (cạnh góc vuông - góc nhọn), suy ra: MO = MI 
Vậy, BC là dường trung trực cùa OI. 

Chú ý: 1. Để tránh được sai sót khi vẽ hình, các em học sinh cần nhớ với 

AABC có Â > 9Ơ' thì o ở ngoài AABC 
2. Các em học sinh hãy trình bày lại lời giải trên dựa trên tính chất 
đường trung trực. 

III. CẢU HỎI ÔN TẬP LÝ THUYẾT 

Câu hòi 1: Phát biểu định nghĩa dường trung trực của tam giác. Tại sao mỗi tam 
giác chi có đúng ba đường trung trực ? 

Câu hỏi 2: Phát biểu và chứng minh tính chất cùa ba đường trung trực cùa một 
tam giác. 

Câu hói 3: Trọng tâm của tam giác đều có cách đều ba đinh cùa nó không ? Vì 
sao ? 

IV. BÀI TẬP ĐỂ NÍÌHỊ 

Bài tập 1. Cho AABC. Tìm một điểm o cách đều ba diếm A. B, C. Có bao nhiêu 
điểm như vây. 

Bài tập 2. Chứng minh rằng điểm cách dều ba dinh cùa một tam giác vuông là 
trung điểm của cạnh huyền cùa tam giác dó. 

Bài tập 3. Chứng minh ràng nếu một tam giác có [TỊỘt diíệrng trung trực dồng thời 
là dường trung tuyến thì tam giác dó là tam giác cân. 

Bài tập 4. Chứng minh rằng nếu một tam giác có một dường trung trực dồng thời 
là dường phân giác thì tam giác dó là tam giác cân. 

Bài tập 5. Xác định dạng của AABC, biết giao điểm của ba đường trung trục, giao 
điểm của ba đường phân giác và điểm A thảng hàng. 

Bài tập 6. Xác dịnh dạng cùa AABC, biết giao diêm cùa ba đường trung trực và 
giao điểm của ba đường phân giác trùng nhau. 

Bài tập 7. Xác định dạng của AABC, biết giao diêm cùa ba đường trung trực và 
giao điểm cùa ba dường trung tuyến trùng nhau. 
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V. HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 

Bài tập 1. o là giao điểm của dường trung trực cạnh AB và đường trung trực cạnh 
AC. Có duy nhất một diểm o thoả mãn diều kiên đầu bài. 

Bài tập 2. Xét AABC vuông tại A, gọi o là trung điểm của BC. 

Vì AO là trung tuyến thuộc cạnh huyền nên: 

OA = ị BC o OA = OB = oc 

2 

o o cách đều ba đỉnh A, B, c. 

Bài tập 3. Sử dụng tính chất dường trung trực. 

Bài tập 4. Sử dụng tính chất dường trung trực. 

Bài tập 5. Gọi I là giao diểm cùa ba đường phân giác, suy ra giao diêm củá ba 
đường trung trực thuộc AI nên AI là đường trung trực của BC, suy ra AABC cân 
tại A. 

Bài tập 6. AABCđều. 

Bài tập 7. AABCđều. 
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TÍMI CHAT ISA t>rờ\G CAO CỈA 
TAM GIÁC 

I. KIẾN THỨC Cơ BẢN 
1. ĐƯỜNG CAO CỨA TAM GIÁC 
Ta có định nghĩa: 

* Trong một tam giác, đoạn vuông góc kè từ một dinh đcn dường thẳng chứa cạnh dối 
diện gọi là dường cao cùa tam giác đó. 

■ Mồi tam giác có ba dường cao. 

Chú ý: Chúng ta dã có được kết quả: 

" Trong tam giác cán dường cao thuộc cạnh đáy thì cũng là dường 
trung tuyến, đường phán giác, dường trung trực 

Thí du 1: Cho AABC có AB = AC = 13cm, BC' = lOcm. Tính độ dài đường cao 
AH. A 

Giải 

Với giả thiết: AB = AC <=> AABC cân tại A => BH = ~ BC = 5cm. 

Trong tam giác vuông AABH, ta có: B H c 

AH 2 = AB 2 .- BH 2 = 13 2 - 5 2 = 169 - 25 = 144 oAH = 12cm. 

Vậv, độ dài dường cao AH = 12cm. 

Thí du 2: Cho AABC, có các dường cao BN, CP băng nhau. Chứng minh rằng 
AABC cân. 

Giải A 

Xét hai tam giác vuông ABNC và ACPB, ta có: 

BC chung 
BN = CP, giả thiết 

suy ra: ® c 

ABNC = ACPB (cạnh góc vuông - cạnh huyền) 

=> BCN = CBP o AABC cân tại A. 

I Nhàn xét : Qua thí dụ trên, ta có được kết quả: 

I " Một tam giác có hai dường cao bằng nhau tlù tam giác dó cán ” 
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2. TÍNH CHẤT BA ĐƯỜNG CAO CỦA TAM GIÁC 

Chúng ta dã biết dược " Ba dường trung tuyến, ba dường phân giác, ba đường 
trung trực cùa một tam giác cùng dì qua một điểm " và câu hỏi đặt ra là " Ba 
dường cao của tam giác có tính cliất này không ? ", câu trả lời là có. Ta thừa 
nhận kết quà này: 

một điểm. Điểm đó được 

Như vậy, trong AABC, các đường cao AM. BN, CP cùng di qua điểm H (hay còn gọi là 
đồng quy tậ điểm H). Điểm H gọi là trục tàm của AABC. 

Nhản xét : 1. Đê xác định trực tâm H cùa AABC ta kẻ hai dường cao. và khi 

đó giao điểm của chúng là trực tâm H. 

2. Nếu H là trực tâm AABC thì các tia AH, BH. CH sẽ vuông 
góc với cạnh đối diện. 

Thí du 3: Vẽ trực tâm AABC trong các trường hợp: 

a. AABC nhọn. b. AABC vuông tại A. 

c. AABCcó Ẵ >9Ơ'. 





AABCnhọn AABC vuông tại A AABCcóÂ>9ơ' 


Nhản xét : Qua thí dụ trên, ta có được nhận xét: 

■ Nếu AABC nhọn thì trực tâm H ờ bên trong AABC. 

• Nếu AABC vuồng tại A thì trực tàm H = A. 

■ Nếu AABC có Â > 90" thì trực tâm H ở bén ngoài AABC. 
Thí dụ sau sẽ chứng minh nhận xét thứ hai và việc vận dụng nó để 
xác định trực tâm. 


Thí du 4: Cho AABC vuông tại A, đường cao AH. 

a. Chứng minh ràng A là trực tâm của tam giác AABC. 

b. Tìm trực tâm cùa các tam giác AABH, AACH. 
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a. Vì AABC v-uông tai A nên: 

AB1 AC => AB la một đường cao. 

AC 1 AB => AC là một đường cao. 

Hai đường cao AB, AC cắt nhau tại A. suy ra A la trực A B 

tâm của tam giác AABC. 

b. Nhận xét rằng: 

■ AABH vuông tại H nên H chính là trực tâm cùa nó. 

■ AACH vuông tại H nên H chính là trực tám cùa nó. 

Nhàn xét : Qua thí dụ trên, ta có dược nhân xét: 

Nếu một tam giác cá trực tủm tràng với một dinh thì tam 
giác dó là tam giác móng ", 

3. VỂ CÁC ĐƯỜNG CAO, TRUNG TUYẾN. TRUNG TRỤC, PHẢN GIÁC 
CỦA TAM GIÁC CÂN 

Từ các kiến thức dã thu nhận được trong các chủ dề trước, chúng ta có dược tính 
chất của tam giác cân như sau: 

1. Trong một tam giác cân, đường trung trực ứng với cạnh đáy đồng thời là 
đường phản giác, dường trung tuyến và dường cao cùng xuất phát từ dinh đối 

... diện với cạnh đó. 

2. Trong một tam giác, nếu hai trong bốn loại dường ịdưởng trung tuyến, dường 
phán giác, đường cao cùng xuất phát từ một dinh và dường trung trực ứng với 
cạnh dôi diện của đình này ) trùng nhau thì tam giác dó là một tam giác cân. 

Từ đó suy ra dược tính chất cho tam giác dẽti, như sau: 

Trong một tam giác đều, trọng tâm. trực lúm, íliểtlỉ cách đều bu dinh, diểtn 
nằm trong tam giác và cách đều ba cạnh là bốn diêm trùng nhau. 

II. CÁC VÍ DỤ MINH HOẠ 

Ví du 1: Cho AABC, trực tâm H 
ABCH. 

Giải 

Ta nhận thấy ngay: 

■ AABI ỉ nhận c làm trực tâm. 

■ AACH nhận B làm trực tâm. 

• ABCH nhận A làm trực tâm. 
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VI du 2: Cho AABC, gọi M. N, p theo thứ tự là trung điểm của BC, AC, AB. 
Chứng tò rằng các đường cao cùa AMNP là các đường trung trực của AABC. 
Giải 

* Với đường cao MM| cùa AMNP, ta có: MMị 1 NP 
Vì N. p theo thứ tự là trung điểm của AC, AB, 
suy ra: NP// BC => MM| 1 BC 
Vậy, MM, là đường trung trực cùa AABC. 

" Tương tự, ta cũng có NN(, pp| là đường trung trực của AABC. 

Vậy, các đường cao của AMNP là đường trung trực của AABC. 

YLdịtiCho AABC cân tại A, gọi M là trung diêm BC. Kè đường cao BN 
(N 6 AC) cắt AM tại H. 

a. Chứng minh ràng CH 1 AB. 

b. Tính sô' đo các góc BHM , MHN . biết c = 40". 

Giời 



a. Ta có nhận xét: AM 1 BC, vì AABC cản tại A 
suy ra H là trực tâm AABC, do dó CH 1 AB. 

b. Trong ACAN vuông tại N, ta có: 

MBH = 90" - c = 90" - 4Ơ’ = 50". 

Trong ABHM vuông tại M, ta có: 

BÍĨM = 90" - MBH = 90" - 50" = 40" 



=> MHN = 180"- BHM = 180"-40"= 140". 

Vậy, ta tìm dược BĨĨM = 40", MHN = 14Ơ’. 

Chúng ta có thể suy ra ngay dược sô' do cùa các góc BHM , MHN 
bàtig nhận xét về góc có cạnh tương ứng vuông góc, cụ thể: 

BHM = c = 40", vì là hai góc nhọn có cạnh tương ứng vuông góc. 

BHM = 180" - C= 14Ơ 1 , vì là hai có cạnh tương ứng vuông góc và 
ở đó 1 góc nhọn và 1 góc tù. 

Ví du 4; Cho AABC vuông tại A, dường cao AH. Gọi D, E theo thứ tự là trung 
điểm cùa HC, HA. Chứng minh ràng BE 1 AD. 


158 




A 

Vì D, E theo thứ tự là trung điểm của HC, HA, suy e 

DE//AC /JE 

AC1AB 

suy ra DE ± AB. B 

Trong AABD, ta có: 

AH 1 BD và DE 1 AB =I> E là trực tâm của AABD => BE 1 AD. 

Ví du 5: Cho AABC, có A = 45" và AC < BC, đường cao CE. Trên tia đối cùa ti 
CE lấy điểm D sao cho EB = ED. Chứng minh rằng BC1 AD. 

Giải 

Xét ABDE vuông tại E, ta có: 

EB = ED <=> ABDE cân => EBD = 45". 

Suy ra: CÃẼ + ẼBD = 45" + 45" = 90" => AC1 BD. A Ẽ 
Trong AABD, ta có: AC1 BD và DE 1 AB => c là trực tâm => BC1 AD, đpcn 
Ví du 6: Cho AABC, có A = 45" và trục tâm H. Chúng minh ràng BC = AH. 

Giải A 

Giả sử BH cắt AC tại E. 

Xét AABE vuông tại E, ta có: 

Â = 45" o AABE vuông cân => AE = BE. 

Xét hai tam giác vuông AAEH và ABEC, ta có: 

AE = BE B 

EAH = EBC . góc nhọn có cạnh tương ứng vuông góc 
suy ra: AAEH = ABEC (cạnh góc vuông - góc nhọn) => AH = BC. 

III. CÂU HỎI ỒN TẬP LÝ THUYẾT 




Cáu hỏi ỉ: 
Câu hỏi 2: 


Câu hỏi 4: 
Càu hỏi 5: 


Phát biểu định nghĩa đường cao của tam giác. Tại sao mỗi tam giác d 
có dứng ba đường cao ? 

Vẽ ttạic tâm AABC trong các trường hợp: 

a. AABC nhọn. 

b. AABC vuông tại B. 

c. AABC có góc B tù. 

Phát biểu tính chất của ba đường cao của một tam giác. 

Trực tâm của tam giác dều có cách đều ba đinh cùa nó không? Vì sao 
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